Formulaire mathématique

I. Systémes de coordonnées

Coordonnées cartésiennes | Coordonnées cylindriques

]
7
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OM =xex+yey+ze,. (1)| OM=pe,+ze..
df =dxé +dy@, +dzé,.
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df =dpé,+pdpé, +dzé.
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dt =dxdydz. dt =pdpd¢dz.

II. Gradient d’'un champ scalaire f(M)

py PR ) RS
grad f = ox & 8_y vt
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grad f = 90 % 26 % = &
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III. Divergence d'un champ vectoriel A(M)
. 2 an aAy aAZ
divA = ox + 8y + 3
S dpA A
divA L 2P4) 1 04  JA;
p o dp p J¢ 0z
21 .907A) 1 J(Agsin6) 1 9As
diva = 2o 7sin0 26 rsin@ d¢

Coordonnées sphériques

—

OM = ré,. (7)

df =dré +rdoéy + rsin O d¢ é.
(8)

dt =r*sin6drdode. )

(coord. cartésiennes). (10)
(coord. cylindriques). (11)
(coord. sphériques). (12)
(coord. cartésiennes). (13)
(coord. cylindriques). (14)
(coord. sphériques). (15)



IV. Rotationnel d’un champ vectoriel AMM)

(16)

(17)

7 aAz aA]/ - an aAz - aAy an - L .
rotA = ( oy -5 & % ox ey i oy - (coord. cartésiennes).
- 2 1 8AZ 8A¢ > aAP a142 - 1 a[pA({b] aAP > . .
rotA = (? 30 - )ep + (7 - p )e¢ + F( o - 0 )ez (coord. cylindriques).
=7 1 dAssinO] — 9Ag) +l 1 9A,  dlrAsly,
o T i d0 P T sing dP ar )%

1 a[VAQ] 8A1’ - L.

+ . ( 5 50 )e¢ (coord. sphériques).

V. Laplacien d’un champ scalaire f

Af = div(grad f)

(92 f 92 f 32 f .
f= 52 + 37 o (coord. cartésiennes).
1 0 af 1 0? f 92 f . .
Af = ? $(p x) F ﬁ ﬁ (COOI'd. Cyhndrlques).
1 9, 9df 1 o[. of 1 9*f o
M=z W(’ y) t im0 (%[ﬂ“@% Yoo agz)  (coord: sphériques).

VI. Laplacien d'un champ vectoriel AM)

AA = NALE, + AA, 8y + AA, @,

5 —>
VII. Opérateur (A - grad)§
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dB JB

5> — o
(A-grad)B:Ax—+AyW+Az

ox

VIII. Relations vectorielles
AxB - _BxA
AxA =0
A-(AxB) =0
A-BxC) =B-(CxA)=C-(AxB)

div(rotA) = 0.

(coord. cartésiennes).

-

o
0z

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)



r_o’)c(grad f) = 0. 31)
—

div(grad f) = Af. (32)

— — —_—

grad(fg) = fgradg+ggradf. (33)

div(fA) = (grad f)- A+ fdivA. (34)

—> - —_— - —_ >

rot(f A) = (grad f) X A + frotA. (35)

div(AxB) =B rotA— A -1otB. (36)

rot(rot A) = grad(div A) — AA. (37)

—_— > P - — - 5 T o > ) =

grad(A - B) = AxrotB + B XrotA + (B - grad)A + (A - grad)B. (38)

— = -, - - - - - T > - —)

rot(Ax B) =-BdivA+ AdivB + (B - grad)A — (A - grad)B. (39)

R s 2
(0-grad)d = grad % — Fx rotd. (40)

IX. Opérateur nabla \Y

5
V est un opérateur différentiel vectoriel défini en coordonnées cartésiennes par

> L, d L d L0
V—exg'f'Eya—y‘i'ezz. (4:1)
Ainsi,

L L of L of —
Vf —€x§+€ya—y+ezg —gradf, (42)
L oo L 0A L, 9A L A . o
V- = €y ox ey - a—y +eée;- Z =div A, (4:3)
L o L A L A L A — o
VxA—exxg ey X oy + e, X 3 = rot A. (44)

L'opérateur V n'est pas un vecteur et ne doit pas étre considéré comme tel dans les calculs (il
n'y a pas commutativité de la multiplication scalaire avec V par exemple).

X. Variation d’'un champ A(7) sur un déplacement infinitésimal d7

-

- S5 T2 > - L T2 > aA .2 .
dA = (dr- grad)A (ou dA = (dr- grad)A + > dt si A dépend aussi de t). (45)
Rappel : pour un champ scalaire f(7),
5> T2 5> T2 af . .
df =dr-grad f (oudf =dr-grad f + > dt si f dépend aussi de t). (46)
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XI.

Si 7 est le rayon-vecteur en un point quelconque et A est un champ constant,

divi =3,

— >
rot7r =0

L

~
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=é,

= |~

—_—
gradr =

7 1
div — :—A(—):O,
7 r
radl ——i
& r

div(é) =A. grad

A(i] = 0.
r

Relations intégrales

e Soient (C) un chemin fermé, dfun déplacement élémentaire
sur la courbe (C) et (S) une surface quelconque (non fermée),

s’appuyant sur (C), dont la normale unitaire N est orientée

en concordance avec df (suivant la regle du tire-bouchon de
Maxwell, par exemple). Alors,

9§ A.dl = f (rotA)-NdS  (théoreme de Stokes),
© S
(54)

9§C)fdz7 =ff(s)(z\7d5xlg?5?1f). (55)

e Soit (S) une surface fermée quelconque délimitant un do-

. = . ’
maine (D) et dont la normale unitaire N est orientée vers
I'extérieur. Alors,

956 A-NdS = fff divAdr (th. de Green-
© D) Ostrogradski), (56)
- —_—
fNdS = fff grad f dr, (57)
©) (D)
ﬁdefT:fff rot Adr. (58)
) (D)
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