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Ce travail est divisd en trols parties, la premiére étant large-
ment indépendante des deux suivantzs. Pour 1'snalyse détaillée de
leur contenu nous renvoyons aux introductions correspondantes {p.1,
p.37 et p.54%). Donnons cependant une tréve idée de leur substance,

Lz premiére partie est une étude axiomstioue des espaces 2 bornés
convexes de Waelbroeck appelés ici espaces vectoriels bornologigues
convexes. I'accent est essentisllement mis sur les rapports entre
cette thénrie 2t celle des espaces locslement convexes, en particu-
lier en ce gul concerne la dualité.

Te deuxidme partie est une étude des espaces nommés ici compacto-
logiques. Ta structure vectorielle est provisoirement abandonnés mais
la duslité gst exprimée par les rennorts “ensewble-algébre® d'une
part et "tovolowie-compactologie™ A'sutre part. L'occasion est ainsi
cfferte d'inventorier les pronriétés d'une nouvelle clesse d'espaces
sopolormiques complétement rémuliers, dits compactclogiquement replets,
nui ne sont nTs sans rappeler les 7-esp-ces de Tewitt.

Ya troisidve partie dévelobve une étude compazctologioue des shruc-
cures vectorielles., Pour le cas des espaces de Banach une théorie
n=tégorious permet 1'introduction de deux types d'adionction de fone-
teurs nul ménent ¢ des prooristés de commutation sux limites droites.
ou zsuches. e cas des espaces localement convexes complets est en-~
~uite tra*th en Ti=ison svec ls théorie des espaces compactologmiques
convexes viriliers. la technique est principalement un passame aux
Timites nrofectives et aux limites inductives convenables.

£ auelgues détails nrés la premidre partie a déjd été publiée
(195%, référence biblicgravhigque B7), de méme que le premier chapitre
de la troisidme partie {1936, référence BS). La deuxiéme partie est
nouvelle, ainsi gue le second chapitre de la troisiéme partie.

Notations particuliéres.

1. Preciscns une fols pour toutes que tous les espaces vectoriels
admettent indifféremment pour corps de base, noté K, soit le corps C
des nombres complexes, soit le corps R des nombres réels.

2. Pour toute application linéaire u : E—»F entre deux espaces
vectoriels, la notation keru désigne le sous~espace vectoriel

slwAOV¢ tandis que la notation Keru désigne i'injection keru—seE.
3, Enfin le siegne E indigque 1la fin 4'une preuve.

J'exprime ma plus vive sratitude 2 M. le Doyen ZAMANSXY gqui,
malgré sa chargme, 2 bien voulu accepter de venir & Lyon juger ce
travail,

Je suis extrémement reconnalissant & M. le Doyen BRACONNIER,
aunres de oui ;j'ai constamment trouvé un appui compréhensif, d'avoir
congenti & présider le Jury.

de remercie Sealement V. le Professeur COMBEET pour ses encoura-

mements amicaux et pour sa participation au jury.

J'adresse & M. le Professeur ¥ARLBROECK, dont e nom est fréguem-
ment cité, le témoignage fe mon admiration pour son ouvre mathéma-
tique. Sans certaine conférence faite un aprés-midi dé printemps 8
Lyon sur les espaces "farfelogiques" (voir W2} ce travail n'aurati

sans deute pas vu le jour.
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.. .H.W- Tes deux bifoncteurs mixtes fondamen®aung. « ¢« « o o ﬂ»@ ' .. PREFIERE PARTIE : TOPCLOGIES BT wowzowoggm gQ@OMHmH,Hme
T BAFONCEEUT T v kv e e e e e e e e e e e e e e e 79 . o
‘Le bLifonctelr L . v v ¢ v 4 v s e e e e e e e e e ey 80
Les théorémes de coOmMBUEATION. .+ v v « v & « o 4 W . . g1 HﬁﬂmowGOHHOz.
.4, Produit tenseriel projectif d'espaces de Banach . . . 87 . . L ,
1 prod i P . Dans cette premiere partie on reéunit les résultats connus et des
1.5. Produit tensoriel projectif d'espaces de Waeslbroeck . Q1 , ) . .
. - . , ... résuitats nouveaux concernant les espaces vectoriels bornoclogigues;:
1.%. Applications nucléaires et zpplications intégrales. . o3

On introduit 4'abord la catégorie BOR des espaces bornologlques,puils

1.7. Propriétés des applications nucléaires et des J ] .
i PP la catéporie EVRE des espaces vectoriela munle 4'une bornclogle compa-

mduwwomwﬂwaw wbwmﬂwmwwm Tttt e 99 tible avee leur structure vectorielle. On dit qu'un evb est séparéd:
1.8. La prooriété d'avproximation. . . . v v v v v ... o 106 lorsgue tout sous-ev borné est nul et 1'on montre qu'il n'existe
Chapltre 2 : La dualité entre elc complets et ecc HmmsHHme. . 110 | qu'une seule bornologie vectorielle séparée sur un ev de dimension:
: finie., Ia cabégorie EBC est celle des espaces wvectoriels bormologigues
2.1. Ies ecc réguliers et la duelit® . . . . . . . . . . . 110 § dens lesquels 1'enveloppe disquée d'un borné est bornée. Ceux de ces
T.7. Tes espaces de Kelley . . .0 . . e e e e e 0w e e 113 1 sspaces qui possédent une base dénombrable de bornés (dits ebe @mbmwi
2.3, Ies bifoncteurs mixtes Let L . . . . . . . . . . . . 119 brables) jouent un réle analogue & celul des elc métrisables en théo~
2.4, ILes spplications nucléaires et les applications rie des elejen particulier on obtient pour les ebe dénombrables eb:
intégrales. . . . . . . . .« . . . o o o« o . .« 127 § complets un théoréme du graphe fermé et un théoréme des wmoaoavsﬁmawm
2.%. Tes anplications nucléantes et les applications 1 oui forment le pendant des théorémes classiques de Banach.
INEERTANLES « + 4« 4 . e e e e e a e e e w e e e . . 135 . Cn définit ensuite deux foncteurs,l'un B ; ELC—sEBC et
‘1tautre T : EBC——2&LC ,et 1'on montre gue B est adjoint & droite 2.7
BITITOGREDTTIE, b v v v v v e s v e e e e e e e e e e e e .. 142 N.mwsmw que les égalités TBT = T et BIB = B,qui aménent naturellement

4.définir les elc bernologiques et les ebc bopologiques. On introduit
mamzwdm une notion plus restrictive de séparation appelés régularité:

EREGET un eve E est dit régulier si 1'ele TE est sépuré., L'essentiel est de
voelr que les foneteurs B et T opérent encore entre les catégories
EBCR des s&be réguliers et ELCS des elc mmﬁmkmm‘

Ia sulve du travall est consacrée & la duslité., le uowﬁﬁ am
vue classique consiste & considérer le dual d'un elc séparé comme un
autre elc sépsré en le munissant de telle ou telle ‘topologie nmeva¢
forte,ds Mackey...) ,mzis il apparait que parmi ces topologies aucune
ne s'impose vraiment. On montre ici qu'en fait le dual E' d'um elc

T egb naturellement un ebe régulier lorsqu'on cholisit Q_wﬁﬁwwmw
bornées les parties équicontinues. Inversement le duzl P* d'un ebe
régulier F est muni d'une structure d'elc séparé obtenue avec la topo-

sénars

logie de 1a convergence uniforme sur les parties bornées de F, Ainsi,
. dans tous les cas,voisinages de o et bornés a'échangent par polarisé.




1.1. Espaces bornelogicues.

i

Signalons que le dual ebs nwwmv" ele) @'un elc (reap: ebe) =at tou-

jours complet,ce qui domne deux bonnes généralisations du fait que lg
dual d'un espace normé est un espace de Banach. Une nobtion plus Fortd
encore que celle d'ebe régulier est celle d'ebe polaire: un ebe est
dit pelaire loraqu'il est déja régulier et tel de plus gue le c%ﬁOHwW
de tout borné est encore bornd. On ne restreint pas ainsi vraiment 14
théorie car,pour tout elc E,les ebe E' et ZE sont polaires., Par conty
on recueille l'avantage de pouvoir compléter un tel ebe,ce qu'on ns ”
salt pas faire en général pour un ebe réeulier. ,
condult immédiatement A& 1'étude de 1g
réflexivité correspendante,dite ici réflexivité bormologigue. Un ele
séparé E est b-réflexif lorscue E cofncide avee son b-bidual (E')*.
Cette notion,plus restrictive que ls semi~-réflexivité habituelle,
vrésente les avantaszes suivants: d'une part elle esgt équivalente a 13

Bien entendu 1z dualité

semi-réflexivité pour les elc métrisables ou les sspaces DF,d'sutre

pert un ele b-réflexif est toujours complet slors gu'un ele réflexif
peut ne pas 1'é%re comme 1l'a montré Komura. Deux caractérisations deg
elc b-réflexifs E sonbt données: 1l'une en terme de semi-réflexivité

loregque le dual fort Zj est bornologique,l'autre en terme de OOEmeww
suivant un arpument de K8the. Pour les ebe réguliers lz propriété de .
réflexivité bornologique généralise ls réflexivité habituelle pour

les espaceg nornés;elle s'exprime exsctement par 1l'analogue du théoprs
de Mackey-Arens., Enfin on termine par la recherche de conditions pers
mettant d'affirmer au'un elc {ou un ebe) est b-réflexif en méme dmaﬁw
que son b-bidunal et par diverses applications.

CEATITRE 1 : ESPACES VECTORIELZ BORHOLOGINUES. w

Bernologies. Une bornologie sur un ensemble X est la donnée 4'une
famille 8 de parties de X,dites borndes,vérifiant 1'axiome:

(B) ® est un recouvrement de X,héréditaire,stable par réurion finie.}

On construit immédiatement une catéporie,notée BOR et dite catégorie

IWI

objebs les commmies (S48
sur X,et pour morphismes
bornées, transformant

des espaces bornologigques,en cheisissant pour
formés d'un ensemble ¥ et d'une bornologis @&
: mNHkWHuiI@AHmmmmu ,dites

toute partie @mﬁmw en une partie de mr.

les applications £

Ordre sur les bornocleogiss. Sur un méme ensemble X une bornologis & est

dite plus fine qu'une bornologie & lorsque A#c® ,scit encore lorsque
1'application identique 1y de X est un morphisme de (%,A) dans (X,8).

I1 est clair aue la relation de finesse structure l'ensemble de Loutes
les borncloglies sur X en un treillis zchevé. En particulier la borno-
logie la moins fine sur X,4ite bornologie grossidre,est celle pour
laguelle ¥ est lui-mBme borné,tandis nue la bormologie la plus fine
sur X,dite bornologie discréte,n'admet pour bornés que les parties

finies de X.

Boranoclogie initiasle. Soient X un ensemble et WM" HllWMM une femille

non vide I d'sprplications de X dans des espaces bornologiques ﬁmwakwu.
Jar ¥ la bornologie la moins fine rendant bornées Loubes les applics-

tions mwuaudm bornolo “ie initiale associée aux mw.mmamd pour bornés les

contenues dans un ensemble B = wwMHAwwu you chague By
iel

parties de ¥
est borné dans NH.
Bornologie induite. La bornclogle initiale associée & l'injection

partie M d'un espace bornologigue X est dite
Ses bornés sont les traceg sur M dez bornés

canonigue j ! MeexX dTune
bornologie induite sur M.

de X,ou encore les bornés de X contenus dans M,

Sornolomie produit. Sur un preduit X u_ ﬁxw d'une famille non vide I
iel

d'espaces bornologiques nﬁ¢,mwu la bornologie initiale associée aux

nrojections canonigues py 1 DXy ,dite borneologie produit, admet pour

bornés les parties contenues dans un borné "élémentaire" B u_ Hﬂww .
. ig
produit de parties bornées,

La catégorie BOR ne fournit pas une structure suffisamment digne
4'intérét et nous arréterons 13 les développemenis la concernant.
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1.2. Espaces vectoriels bornologigues. fine permi celles rendant bormée Lz surjection canonigue ¢ 1 BeE/H,

et dont ies bornés sont les parties de E/H contenues dans 1'image par

Rappelons gue le corps de base de tous les espaces vectoriels gui vont ]
 de quelgue partie bornée de E.

intervenir est le corps des réels ou le corps des complexes et qu’il

~

est muni de la structure bornoclogique associée & sa valsur zbhsolue.
35, Convergence bornologigue,

Nous le désignons par ¥,appelant A son disgue unité.
(n introdult une notion de convergence pour les suites d'un evb E,dits

conversence borncloglgue ou conversence de Mackey et notde m-s ,

Fornologies vectorielles. Une bornolozie & sur un espace wvectoriel
{noté ev dans la suite) I est dite vectorielle,ou compatible avee la

structure vectorielle,lorsque les applications (A,x)==sdx de K<E dans | (1,3.1) DETIVITICN. Dans un evb £ une suite (x.) converge bormolomique-
E et (%,7}=—=s x+y de E.E dans £ sont bornées. Il est facile de constaf v
gque la famille @& doit vérifier 1l'axiome:

ment vers un peint x,ce que 1'on note Hﬁﬁ“@% sloraqu'il exists

o un borné B et une suite nmﬁv de scalalres tendant vers o tels
B ezt un recouvrement de T héréditaire,shable var homeothétie,

somme vectorielle,et passage & l'enveloppe équilibrée.

(BV) rue ¥ -X€g B pour tout n.

. Comme 1l =8t loilsible de cholsir 2 équilibré,on peut supposer que la
On constrult la catégorie, notée EVE et dite catégorie des espaces suite mmsu est positive et décroissants vers o.
vectoriels bornologiques (evb dans la suite) en prenant comme morphiss

. . AP p . “ws propriités essentielles de la conversence b ZX=To N
mes les »pplications linéaires et bornées. Dans un evb 11 existe un prop = g ornologique sont résu

\ - . s , \ o aaay s mées dang la proposition suivante:
systéme Fondamental de bornés formé de parties équilibrées, prop

f1.%..0) FROPG3ITICK.

S¥ECPLE. I'evb B associé & oun evi E. Z0it E un espace vechoriel fop " ) . . N N
- - - , . _— 23 S0it B un evb., i x_«wpx 51 ¥y == dans B et si s
lesique {evh) . Tes parties de E bornées su sens vectoriel topologigu n i n 7 n
forment une borrolosie vectorielle sur E. Wotons ZE l'evb asscciéson dans T ,alors H5+H5tnﬁx+% et wSMUkHWVH.
sy ya P A s 1 gl . . ) . i
sait qu'il vérifie la condition de dénombrabilite suivante: %) Soit ¥ un autre evb. Si u : E F est un morphisme et si

xsahwx dans E alors smxdvnHW¢mHv dans F.

(D) Pour qu'une partie de T sgolt bornée il suffit gue chacune de
) ﬂmmm suites extraites scit bornse. ¢) Soit F un evb vérifiant la condition (D). Pour quiune appli-
cation lindaire u : TP z0lit bornée il Ffaub et 1] sufrlfit

Bormologie initiale. Soit E un ev et soit fy: desE, une famille non | on'elle reste bornée sur toute suite vbornée de E,
1) @nfin selt F un evt. Pour gqu'une application ilinéaire
U Be—pF goll bornée 11 fazut et il suffit gqu’elle reste bornde

vide I A'applications linfgires de ¥ dans des evh mw. Sur & la doHsOJ

lorie initiale associée aux mw

structure initiale dans la catégerie BVRE. En particulier toutb moﬁmim&
M d'un evh ¥ est un sous-evb de E lorsqu'on le munit de 1a UOHSOHomwm
induite,et tout produit bornologique d'evb eat un evb, qui est le nYo
duit correspondant dans la categorie EVB.

i . B &Tini onc une . . ) .
est vectorielle. ¥lle definiv donc une sur toute suite de ~ convergeant bornologiguement vers o.

(1.3.3) ZCROLLAIRE. Pour qu'une forme linéaire sur un evb § soit bornée

il faut et il suffit gu'elle reste bornée sur Soute suite de
% convergesnt bornologiquement vers o,

Bornologie quotient. Soient E un evb et H un sous-ev de E. L'espace 3% Parties b-fermées d'un evbh.

quotient B/H peut &tre muni d'une bornologie vectorieile unigue,la pi

s - - » - ~ 3 -
- & convergence bornoclogique wermet la définition de parties "fermées™.
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Nous diroms gu'une partie H 4'un evb % est b-fermée (ou wowbowomwmcmm
ment fermée) si les conditions x €Y et Hﬁ..h.w.x impliguent xe H, Far

une vérification immédiszte on obtisnt:

(1.4.1) PRCTOSINICH,

a} Dans un evb T une méunicn finle et une intersection gquel~

conque de parties b-Termées sont des parties b-fermées.
b} Soient ¥ un autre evb et u : T=-=»F un morphisme. L'image
réeiproque par u d'une partie b-fermée de 7 est une partie

b-fermée de 5.

Pour gu'une forme linéaire £ sur un evb E soit bom

i1 sufrfit que son noyau kerf soit b-fermé,

{1,4.2) THSORTYT,
née 11 faut et

condition est nécessaire d'aprés (1.4.1.b) puisque wow e
On peut suppos

FREUVE. L&
b=fermé dans V. Récinroguement supposons kerf b-fermé,
ser f pon mulle st choisir e€F tel cue f{e)=1. 31 f était non bornéde
£ de E tel qgue £(A) soit une partie
qui irylisuersit £(A)=F. In pourrai

il existersit un borné Aquilibré

T

Acullibrée et non bornée de IN,ce
s

sulte #_e 4 telle que wnmvunw et la suite ﬁSnm&ms\ﬁ

construlre me

et converrerslt bornolosiquement vers & gui n'appar

S

serait f4ang kerf
tient pas = ke

kerf,ce oul est sbsurde. %

0

1.5. Zgpaces vectoriels bornologmigues séparés,

T3 evh T ect it géparé si toute sulte bormologiguement convergente
de T z une limite unique. Il revient zu méme de dire gue E ne posséd
aucun sous-ev borné non nul,ou encore gue E ne possdde aucune droite

bornée. Cn constate aisément:

(1.5.1) IZCPCSTTICN,
a) Un soug-espace d'un evb séparé est wmﬁmwm. ]
b} Un produit d'evb est séparé si et senlement sl chacun de .
ses facteurs 1l'esbh.
¢) Tour qu'un evb guctient I/H scit séparé il faut et il
guffit oue ¥ soit un goug-ev b-fermé de E,
FREUVE. Démontrons seulement c). La condition nécessaire se raméne, |
compte tenu de (1.4.1.%) & nreouver gue dans un evb séparé T le sous=

nul est b-fermé,ce qui est immédiat. Pour la réciproque soit ¢:E

- -

la suriection canoninue et soitb mﬁaxv une droite bornée de E/H, T1
existe donc un borné A de E tel que KxCA+H ,ce qui implique xed/n +H
pour tout n et prouve cue x est limite bornologique d'ume suite de
points de H. 31 ¥ est b-fermé alors xell et 4ﬁxvuo ce gui montre bien
mﬁm&\dmmdmmumwm.m

bl
il

Four qu'un avb § soit géparé il faut et 11 suffit

(1.5.2) TCRCIIAIRE 1.

ﬁqu mov soit b-fermé dans %.

SCRCIIAINT 2

(1.5.%) 2% 2. Les sous-ev b-fermés d'un evhk ¥ sont exactement

“pmm noyaux des morphismes de E dang des evb séparés,

{1.5.4) SOROTTATRE 3.
wmu corvs F des mcalalres.

Tout evb sépapyé de dimension 1 est isomerphe

DIRUVE, 51 E est algébriquement égal & e , edo ,1'application liné-
ire Ae—sA est bijective,bornée car son noyau Ao* eat b-fermé dams

a
E et telle #nfin que sa réciprogue Awwsde soit aussi bornée. B

de dimension finis. Ia généralisation de (1.5.4) an cas

i
sion finie quelcongue va s'obtenir en introdulsant la notion
=yuxiliaire au demeursnt d'evb presgue—complet. Un evb E
est dit prescue-complet lorsgue toute suite bornologiquement de Cauchy

est bormoloplruement convergente. (n vérifie aiszément que tout sous-
ev b-fermé d'un evb presque-complet est vresgue-complet et aue , réci~
proquement,tout sous—ev presgque-complet d'un evb séparé est b-fermé.

{1.5.5) PHZOREME. Tout evhb séparé de dimension finle n est isomorphe

_w l'evb produit ¥°,

thioréme étant vrai pour nsl,raisonnons par récurrence sur
une base de E. Tout x¢f s'éerit x = MW wwﬁxumx ol

le noyau

FREUVT. 1=

n. Zoift {e)

Ieken
les f, sont les formes linéaires cocordonnées, Fixons k :

25t un sous-evdb de E,de dimension n-1 et séparé done,par 1'hypo-

thése de récurrence,isomorphs i g1 8t par conséquent (évident)
bresque-complet. ¥Vais alors xmwmw est b~fermé dans B,car ¥ est séparé,
de ® dans ¥ sst done

done f, de, T i i =
y @8t bornée. L'application mw%uFMW%h

T

une bijectlion bornée et sa réciproque est trivialement bornée.
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1.6. La topologie T sur un evhb,

T

La provosition (1.4.1) montre que les vpartiss b-fermées d'un evb E
sont les parties fermées d'une topologie G sur E. Bier que W ne soiy
pas vectoriells en général,elle posséde cependznt des propriétés

dipnes d'ettention:

(1.5.1) TRCPOSITICN.
a) Soient E et F deux evb 2t u : -2 un morphisme. bHon.
u est continu pour les topologies T(E) et T(TF).

) Le topologie U sur E rend continues lss transglations et
les homothéties de E

el

1
g

ainsi que 1'application A=—sda de K dey

fal

pour tout a de E.

c¢) I'eorigine de ¥ posséde une base de voisinages formée
Atensembles équilibrés et sbsorbants. I'evb E szt séparé si
2t seulement si T est une topologie accessible. ;
4) Poute suite bornclogiquement convergente dans E est convd

~ente pour T vers la méme limite. De facon précise T est la
)

tonolorie la plus fine sur E parmi celles gul sont moins fif

que 1la pseudo-topologle de le convergence bornologique.
soit L~continne il fa

B

e) Four gu'une forme lindaire u sur B

et 1l suffit gu'elle solt bornée.
PREOVE.L'assertiona) provient de (1,%,1.b), I'assertion b) est con

A
/

quence de a)} sauf en ce gui concerne les translations de & pour les

quelles une vérification immédiate s'impose. Tout voisinage de o W

= F

pour T est absorbant d'apres b) et il s'agit de prouver gqu'il conii

O

et une sous-suite n, tels que Namw<ﬁowowmpmmmww ¥ ouvert la condition

xawsan implique 04V ce qui est absurde. Si maintenant ¥ est une topo-

logie sur E %2lle que toute suite bornologiquement convergente soit
¥-convergente vers la mfme limite,il est facile de vérifier cue toube
partie I -fermée est b-fermée autrement dit T-fermée,ce qui montre gue
¥ est meoins Pine gque & . Znfin 4) traduit & la fois a) et {1.4.2) car
gl u estT-continue alors keru est T~fermé done b-fermé. E

REMARQUE. T n'4tant pas vectorielle,l'origine de % n'admet généra-
lement pas de systeme fondamental de voisinages fermés et la topologie B
n'est en ~indral ni séparée ni uniformisable.

VECTORIFLS BORMOLCGICUES CONVEXES,

1. La catdzoprie EBC,

Tl convient maintenant d'dtudier de facon détaillée les evb dont la
bornclogie est stable par passage & l'enveloppe convexe et du méme
& l'anveloppe disquée. Dans toute la suite l'enveloppe disquée

E e&st notée T(A). Ces evdb

Coup &
espaces {vectoriels) bornelogiques convexes

{convexe éguilibrée) d'uns partie 4 d'un ev
"convexes” sont nommés ici
forment une catégorie EBBC,sous-cabégorie pleine de
71 est facile de vérifier qu'une bornologie & sur

Iy

&tre vectorielle convexe,satisfaire & 1l'axiome:

et notés sbe. Ils
la catéporie VB,
un ev I doit,pour

un ouvert équilibré contenant o, Soit V le noyau équilibré de Wic'e
l'ensemble des x€E tels que AxcCW,et déja ocgV. Montrons que wnﬁ< e st
fermé pour T ,c'est-i-dire b-fermé;si xEF et si NUIHVH DTOUVORS XE

Puisque x &V il existe wmmmv tel que yﬂwmﬁi. En extrayasnt au besoin
une sous-suite, A\ étant compact,on peut supposer gue la sulte m»ﬁv.m

convergente vers Ac/h. Supposcns W ouvert ce gui est loisiblejon a

Puiiwmﬂmﬁ X

ce gqui implique wxﬁﬁ et par conséquent xgV. Ia fin de c¢) est consé
quence de (1.5.2). Pour prouver d} soit x —=»0jsi x n'était pas co

5iﬁ?¥ d'ol i1 suit,par une vérification simple, wﬂxﬁinvw

vergente vers o pour T il existerait un voisinage équilibréd V pour

B est un recouvrement de ¥, héréditaire et tel gue pour tous
aed ,ned et AeK on ait AM(ARER.

(BVC) #

I1 est clair au'un ebe posséde un systéme fondamental de bornés

formé de disaues.

Pl -

SEERYIE, 21 W est un espace localement convexe (ele) 1l'espace borno-

logiaue assccié BE est un ebe qul est séparé si et seunlement si E est

o] L
un elc séparé.
Dornologis initiale, ILa connaissance des bornés pour une bornologie

el iactl -3
Mtivww

,

initiale sur un ev E,asscciée & des applications linéaires LR
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dans des ebe E, ,aomwﬁm que E est un ebe, Ainsi un moﬂmsmmﬁmom d'un
ebec est un mvo et un produit d'ebe est un ebe,

Bornologie gquotient. Il est bien clair gu'un quotient E/B d'un ebe

est encors un ebe.

Borrnologie somme directe. Boit E = AHVMM un ev scmme directe d'une
ieI
Il existe sur E une bornologie vectorie

famille non vide I d'ebe .

convexe unique,la plus fine parmi celles rendant bornées les injects

canonigues mwu mwlirm. Les bornés de E sont les parties de B conteny

dans llenvelopre disquée d'une réunion finie d'images de bornés des

bernés de

espaces MH. Un systéme fondamental de E esgt done Formé &mM

ensembles B = (*(| bmwwuu ou ¢ est une partie finie quelconque de
igd

et,pour chaque ied, B, est un borné de E,. .

3

I1 est facile de voir que E est séparé si et seulement si chaoue By

est séparé.

I1 suit de 12 oue 1a catécorie EBC sdmet des noyasux,des conoyaux,de
limites projectives et des limites inductives : c'est donc une caté

morie compléte.

2.2, Le treillis des disgues d'un espnace vectoriel,

L'ensemble des disques d'un ev E esgt évidemment un treillis,d'aille

s

achevé,pour 1'ordre d'inclusion. Dour deux disques A et B on a
AMAB = -Pam et \P<m "_.:JA‘P%V
% chague disque A de E on associe le sous-ev B, = ﬁllwyb yengendré

Ado
par A,que 1l'on munit de la sewi-norme Jjaume de A:
= Inf A
Ak
ADO

v, (%3

et 1'on sait que A est colncé entre la boule unité ouverte et la
boule unité fermée de Ey-

Rappelons enfin que,dans la catéporie BN des espaces semi-normés,a
morphismes de boules,le produit ExF de deux egpaces semi-normés (E

w1l

et (¥,q) est muni de la semi-norme produit pwq :

(2xa)(x,3) = Max{p(x),q(7)]

tandis dque la somme directe EPF est munie de la gsemi-norme somme p8q:

(req)(x,¥) = p(x) + a(y)

de sorte que les deux espaces semi-normés ExF et E@F ,bien qu'algé~
briguement ézaux,ne sont pas isomorvhes dsns la catégorie $%. Tls sont
cependant isomorphes en tant gu'elc puisque leurs semi~normes sont
manifestement égquivalentes.

et B de E. Puisque les mmvmomm mm

Fixons deux disques 4 et En g'injec-

tent dans l'espace m»<m = m»+mw il existe une surjection canonigue

{X,7)~wx+y de mmemm sup m><w qui identifie donc algébricuement

"
“AVE
a un quotient de Mmmwmw. ve méme mw>m = &ﬁdmw s'envoie dans m> et E

“B
done il existe une injection canonique Xe—a{x,x) de m>>w dang wbxmw

5

gqul identifie w>>m & un soug~espace de mbmmw. Cela &tant,on = par une
vérification de pur calcul:
(2.2.1) PROPOSITICH. L'espace semi-normé m,<m est un guotient semi-

normé de la somme directe mg 4u et 1'espace semi-normé 4»}&

est un sous-egpace semi-normé du prodult EpxBp ,ce qui se

tradult encore par les éralités:

@><wﬁmv = &MWM% Mﬁbmwv + Ummwm pour mme<w
x¢E, ,yeE,
H;.>mmxu = Emun_wuwmxv%wmxu.._ pour xﬂwgm.

L'effet d'une application linéaire se manifeste par:

(2.2.2) PROPOSITICN. Soient B et F deux ev,u @
 linésire,A un disque de E.

BeesF une spplication

L'egpace semi-normé msmbu est iso-

métrique su quotient Mb\z ol E = (keru)ME,.
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D'ailleurs on peut généraljser & la fois (2.2.2) md 1z premiédre par
de (2.2.1) avec le résultat suivant:

(reap: réflexifs,sousliniens) par passage &ux sous-espaces fermés et

aux quotients var des sous-espsees fermés,on obtient:

D

2 ROPGSITICON, 3oi E F ! Bomep) i i . . P P
(2.2.3) L Y. Solent E et F deux ev,u ¥ une mﬁﬁwuomﬁwgmm.m.mv THECTDS, Soient & et B deux @wmammm complétants (resp: réfle-

linéaire,G' le graphe de 1a fonetion - i :
o7 grap ) uy4 un disque de E mw wam.mozzwybpmva de =, Tes zssertions suivantbes sont égui-
B un disque de F. L'espace gsemi-normé mcmpv<m est isométriqgy

v2lentes:
au quotient (E,@Fp)/F ol ¥ = ¢'M(E,®F,). a) Les tisgques 4 et F sont associés.
PRETVS. T ¥ ) ) e disgue AyE est complétent (resp: réflexif,souslinien).
ol Vo, b ity 3 j ® .
application (x,y) SANV+% 88t une surjectlon de Mbmw-m e) Te aigoue AAB est complétant resv: réflexif,souslinien).

soa s

sur Fciyyp dont le noyau est précilsément N,de sorte qu'on s d&j3 |
1(5,0.5) TICRG V. Soient Z et ¥ deux ev,u : E-—»F une application

1'isomorphisme alsébrique. L'isométrie provient d'uvn ealcul évident

linéaire,A un disque complétant {resp: réflexif,souslinien)
de E. Tour gque le disque u{iA) de F solt complétant (resp: ré-
flexif,souglinien) 1l faut et il suffit gqu'il soit normant.

Disgues particuliers dtun espace vectoriel, On peut c¢lasser les dis

“n

A d'un ev £ selon les propriétés de l'espace semi-normé By Clest

que 1'on dire dans la suite que le disque A est normant,compiétant
riflexif,souslinien,suivant respectivement que m» est normé,normé e
111 est maintensnt tentant d4'appliquer ces résultats pour rebrouver
sous une forme :r's géndrals un théoréme de Grothendieck (G35 n.16):

Sur un théoréme de Srothendieck.

complet,réflexif,norné complet et séparsble. Dire que A est norman
sicnifie encore aue A ne centient sucune 2rolte. Enfin en suivant
suggestion de . 4daelbroeck,nous dirons aue deux disques A et R de
sont agsociés lersque le disque AYR est normant,et la omwmoﬂmwwmmdz

pus

LY MR E. 3olent nmmu une suite ds disgues complétants d'un

AR

ev T et A un disgue complétant de E associé & tous les disques

2 .. Cn suppose 4C L JE . Alors & st absorbé par 1'un des

qui suit s'svére nécesszire:

-

{2.2.4) ERCICIITICK, Pour que les disques A et B de E soient assoc
il faut et il suffit que le sous-espace v,>w scit fermé da
le prodult E,xE,.

i B
disques n

n

PREUVE. Avec (:.7.5) or volt aque F_ = Mn7u est,pour tout n, un
LAB,

i espace de Sanach, L'injection um" mallrm, est une application linéaire

TTUVE, Tour que M><w soit normé donc séparéd il faut et il suffit,
.

dtapres (2.2.1),que ce soit le quotient de le somme directe 5,@EBgfet continue et 1'hyvothése Ac L JB_ montre que I, nCu_nmms . Ainsi

par un sous-ev fermé. Ie noyau de l'application (x,y)=—wx+y s'iden
2 la "geconde bissectrice" de 1l'espace Mwmwmw. Par ailieurs,dsns

l'espace de Lanach %, spperait comme une réunion dénombrable de sous-

ev,de sorte que 1'un d'entre esux,solt usnmau,mmﬁ non maigre. Fais

ra H A 1
L'injection canonique x—a{x,x) de Eynp dans EyxEp ,1llespace E,.q alors i _ est une application linéaire injective continue,d’imsge non

“m
maigre,entre deux espaces de Banach, T'est donc un isomorchisme btopo-

logique,d'of l'existence d'un scalaire p>o tel que »Dwanrw. X

g'identifie & la "bissectrice" de w>xmm. Le résultat est donc cons

auence immédiate du fait que 1l'application (z,v)=—(x,-7) est un %
morphisme teopolegique de mbxmw sur lnmwud.

Tomme conséquence de (2,2.4) et de la stabilité des espaces de Ban
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2.3, Les ebec complefs.

Dans un ebc séparé E deux disques bornmés A et B sont toujours mmeOW
puisque le disque AyB est borné,donc normant. Le théoréme (2.2.5)

montre donce que les familles &n .__&H. . &m des parties de E contenues

daps un disque borné respectivement complétant,réflexif,scuslinien,

définissent des bornologies .sur £ plus fines que la bornologie ini-

tiale & . T1 suffit de remarguer pour $'en assurer tout & falt cue .

tout disque beorné de © gul est mw<mw0ﬁvm disquée d'une partie finie:

de E est & la fols réflexif et souslinien d'aprés (1.5.5).

{(7.3.1) DETINITICN. On dit gqu'un ebc séparé E est complet lorsque
nmwgnm.o et qu'il est sous-

;aqu*il est réflexif Ho&mnﬁmnwnavﬂ

linien lorscue H= &m

laisgsent de ¢6té pour l'instant les ebe réflexifs ou sousliniens, o

voit nue les ebe complets forment une classe trés stable car:

A=

(.95 IRLICSITICH,
1) 3oient E un ebe complet et if un sous-ev b-fermé de E.4ilo:
7 et B/Y sont des ebe complets.
b) Un orodult,une somme directe d'ebe complets ast un ebe
complet. |
¢) Une limite orojective d'ebe complets est compléte. Une
limite inductive &'gbc complets est compléte pourvun cu'elle
soit séparée.

Tes ebe complets se rencontrent frécuemment &o pratigue. Un critére

commode est fournid avec:

{".3,%) JCTCTITION. Ia bornologie canonigue é'un ele séparé et sem

complet est compléte, Plus ménéralement tout 2isque borné e
semi-complet (en oerticulier tout disque borné complet) 4°
rle séparé est complétant,

Introduisons maintenant les définitions suivantes: on dit gqu'un Aisg

=
=]

la bornoclogie de E lorsgue A ast as
cié & tout disque borné de T1 suffit

® tout disque bormé de E cheisi dans un systéime fonda

gue A d'un ebe E est agzceld

i

o

solt sssoc
bom

At

ailleurs ~ue
mental

.

LY

e

A

<

-] 5

Cn dit encore cue deux bornologies convexes R et € sur un méme ev E
sont agsociées lorsgue tout disgue bornéd de 1'une est associs &
lfautre. Z'enserble des bornologies convexes de fGMM\MMHaodﬁum en
treillis car il est clair gque la borne supérieure mcsw (resp: 1la

borne wswmawmsﬁm_#ﬁ% ) admet pour svstéme fondamental de disgues bor-
nés les disques AAB (resp: les disques AyB) o A et B sont des digques
bornés cuelconques de & et B respectivenent, Blen entendu le treillis

E

-
i

des bornologies convexes sur E n'est pas un sous-treillis du treillis
de toutes les bornologies. Cm volt donc que R et @ sont gssovcides
si et seulement si 1z bornoclogie AR est séparée. Cels ébant:

T

30

1R T L

Lol L

ient E un ev et A& et B deux bornelogies
essociées sur ¥. Alors les bornologies

Y3

COn-

Ay

(.

vew

vex

. 8% complétes
et AAG sont complites,

L mEnYy suffit d'appliquer le théordme (2.2.5).

!

.

Les ebe dénombrables.

Cn dit ou'un ebc est dénombrable lorscu'il posséde un systéme Fonda-

mental dénombrable de disques bornés. Ie théoréme (2.2.7) a donc pour

conséouence immédiate:

(-.%.,1) DEUORTIE, Soit F un abe dénorbrable ed complet. Tout disque
complétant de I,associé 12 borneclogle de E,est borné.

(Z.4%.2) CCRCLLAZIRE Soit E un ev munl de deux bornclogies convexes
complites B et D ,L stant sunposde dénombrable. Si B ot D
sont associées alors & est plus fins que D,scit BCD,

(2.4.3) CCRCITAIRT 2. Sur un ev  les bornologles convexes complétes
dénombrables sont minimales parmi les bornologies convexes
complétes,

(Z2.4.4) CORCLIAIRT 3. Sur un ev E deux bornologles convexes complétes

_md dénombrables sont identicues dés gu'elles sont associées.

Jes raégultats se complétent nar 1'obtention d'un théoréme du granhe
b-fermé cui va mener directement 2 un thioréme des isomorphismes et
ot,bien entendu, les ebc dénombrables et complete ont le rdle 1le plus

important.
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(2.4.5) PROPOSITION. Soient E et ¥ deux ebc et 1 ¢ E —F une appli
cation linéaire, Pour que lg graphe G de u soi% b-fermé dan
ExF 11 faut et il suffit que,pour tout disque borné A de E,
le disque u(A) soit associé i la bornologle de F,

PREUVE. Le graphe G de u est b-fermé si et seulement si le graphe
de =~u est b-fermé. & proposition est donc un corollaire de (2.2.%
et du fait que,pour deux disgues bormés 4 de E et B de ¥,1'espace
semi-normé Awavaw est isométrique 4 1l'espace semi~-normé produit

Mbu@m siui-méme topologiquement isomorphe 4 l'espsce semi-normé
mw;.@m.&. 4
On tire de 14a:

(2,4,.6) THECREVE {du graphe b-fermé). Soient E un ebe compiet,F un
Eew=T une application liné-

ebe dénombrable et complet, u :
aire, Tour que w scit bornée il faut et il suffit que son
graphe G soit b-fermé dans ExF.

FREUVE. La condition est évidemment nécesgzire. Réciproguement si G
st b-fermé tout disque borné A de E z une image uf{4) gui est un

disque asgocié & la bornoclogie de F d'aprés (2.4,5). En particulie
u(4) est normant et,comme 11 est loisible de supposer A complétent,
u{a) est lui-méme complétent d'aprés (2.2.6). Alors u{a) est un
disque complétant de F associé & 1z bornologie de 7;il est done

borné dans F dlaprés (2.4.1). H

{2.4.7) COROLIAIRE 1. Secient £ un ebc dénombrable et complet st F
un ebe complet. Toube application linéaire u ! EwwaP? bijec-
tive et bornée est un isomorphlsme.

(2.4.8) CCROLLAIRE 2. Soit £ un ebe complet. S'il existe dans E un
_awmpzm berné absorbant A, B est un espace de Banach.

FREUVE. On peut supposer A complétant et dans ce cas 1'injection
canonigue Mblltm est bijective,car A est absorbant,et bornée donc

un isomorphisme d'aprés (2.2.7). ¥

-1

Perties b-boréliennes d’un ebec.

On voit aisément que dans nn ebe E une bartie ¥ est b-fermée si et
senlement si,pour tout disque borné 4 de E,la partie HME, eat fer—

o

mée deng l'esvace semi-norné mw. Cela signifie encore que la topolo-

gle T(Z),introdulte en (1.6),est exacbement la topologie limite
inductive des topologies des espaces m». On est done en droit de

proposer par anzlogie la 4éfinition suivante:
7,%3.1) DEFINITICH. Dans un ebc E on 4it gu'une partie H est borno-

losiquement borélienne (b-borélienne) lorsque,pour tout
_nwm@mm bornd A de E,la partie IMFE, est borélienne dans

3+

1'espace geni-normé Ic

™

Jésimmons nar S(T) 1'esnace E muni de 1z topologie T(E). Puisque

E, L) sont continues,toute partie borélienne

les applications 3

4 de B(T) est b-borélienne dans E. Lz récinrogue est généralement
& faussze, 5lle est cependant '"mresgue” vraie dans un ¢as particulier

intéressant.

TURORTVY, 3oit B un ebe dénombrable et souslinien. Alors les
sarties beboréiliennes de ¥ sont exactemsnt les parties boré-

(vectorielle

™ -
b [

liennes de T mour toube tovolosie séparée sur

o non) moins fine oue T(E).

B

DOEUVE. “oient F une telle topolosie ot E(F) 1l'espace E muni de J .
Jes avplications m»;t?ma%u &tant conbinues,toute partie J-borélienne
L est b-borélienne. Récivroquement soit F une partie b-boréliemnne

z 4 de E,1'espace de Banach E,

de
te E. Pour toubt disque borné souslinien
est sénarsble,donc polonais,don¢ lusinien, Comme HME, est une

,le sous-espace HME, de Mb est Hdmwuwmﬁ.

P
&£y
A

nartie borélienns de

nmoswdmwMuw#%muoﬂdswu.mwooumwamﬁwmwwm sowwowm_mmﬁmomdo@owat
“igue socuslinien ou lusinien au sens de 3chwartz,c'est-d-dire sams
hypothése de métrisabilité,on voit gque HNE, ,muni de la topolegie
induite par =(F) moins fine cue celle induite par mw ,est encore un
espace lusinien. L'espace E(J) étant séparé cels sgigrnifie encore que
mﬁJMb est une vpartie boréliemmne de E(Y) (loc. c¢it. $5 n°7 lemme 7)
done E est de plus dénombrable. H

£

T

E est borélienne dans B{J) puisque
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On gait (veir per exemple Kelley-Namioka: K2 ch3~10.4) que dans un 1 tutrement dit les voisinages de o de l'elc TE asont les parties

evt E,pour toute partie approchable A (c'est-a-dire vérifiant la de E contenant un disque absorbant toute sulte bornologiqus
condition de Balre,ou encore égale & un ouvert & un ensemble maigre ment convergente vers o.

prés) l'ensemble (A-A} est un voisinage de o pourvu gque A soit nonm
maigre. Comme l'ensemble des parties approchables de est une tribu

@ PRENVE, Il suffit de voir qu'un disque V de ¥ qui n'abgorbe pas un
contenant les fermés de E,toute partie borélienne de £ est approchab

isque borné A de I n'absorbe pas non plus une suite convenable (x,)
qui converge bornologiquement vers o. Si,pour tout n,on & »o%dmé 11
xiste une suite a €4 telle que mm%um¢ 3 la suite Huumﬂxu répond aux
onditions exigées, ¥

EBn particulier dans un evt qui est un espace de Baire tout disgque
borélien absorbant est non maigre,donc un voisinage de o, En appliqus

cecl aux espaces E, associés & un ebc E,on obtient le théoréme sui-

(2.5.3) THECREME. Dans un ebe séparé E tout disque b-borélien absor 2.6.2) PROPOSITICH.

Mdmba absorbe tout disque borné complétant. . 8) Ta topologie B(E) (resp: TE) est ls topologie (resp: loca~
lement convexe} la plus Ffine rendant continues les injechions
E,—=f pour tout disque borné 4 de E.

b) La topologie TE est aussi la topologie localemenmt convexs
la plus fine parmi celles guil sont moins fines que TLE).

¢) Les topologies T(E) et TE ont les mémes semi-normes &f
les mémeg formes linéalres continues.

(2.5.4) CORCLLATRE. Dans un ebe complet tout disque absorbant b-fermé
_mme bornivore.

-

?.6. Leg foncteurs T et B,

~

Le foncteur R, ©n associant & Lout elc E 1'ebec BE dent les bornés

sont les bornés deE au sens vectoriel topologique,on définit un fon
teur 3 : ELC—»fBC,puisque toubte application linésire continue entre
deux elc¢ est bornée.

RETVE. L'sasertion a) est un simple rappel et provient des défini-
‘tions de T(E) et TE. IL'assertion c) est conséquence immédiate de
(2.6.1) et b) se déduit facilement de o). ¥

Le foncteur T. Sur un ebe E plagons la topclogle localement convexe
la pius fine rendant bormés (au sens topolagique) les bornés de E.
Les voisinages de o pour cette topologie sont donc les parties de B
contenant un disgue bornivore. Désignons par TF l'elc ainsi défini.
Z'est d'ailleurs la limite inductive,dans la catégorie ELC,des espac
gemi-normés E, lorsque A décorit l'ensemble des disgques bornés de E,
A ce titre elle est moins fine que la topologie T(E)., On vérifie
immédiatement que,pour toute application bornée entre deux ebe,l'ima
réciprogque d'un disque bernivore est un disque bornivore,ce gqui vﬂmn
bien que T est un foncteur EBC—sELC,
On peut d'ailleurs affeiblir quelque peu la définition deg voisinags
de o pour TE car:

‘Relations entre les foncteurs T et EB. Ftand donné un elc E la topo-
‘logie de TBE est plus fine que celle de E,de sorte gu'on a un mor-
phisme lg: TBE~3E L OU 1z est 1'epplication identique de E. De mime

étant donné un ebe E le bornologie de BTE est moins fine que celle
de ¥ et 1'on a le morphisme ig ¢ E——sRTE, les relations importantes
et évidentes sont:

(2.6.3%) PROPOSITION. TBT = T et BTB = B.

(2.6.4) PROPOSITION, Le foncteur B est adjeint A drolte an fonobsur T.

EREUVE. I1 suffit de vérifier 1'égalité mOﬁmwcnw¢me = mojﬁhnmamwm&

pour teoubt ebe £ et tout elc ¥, Si u ¢ TE«w2F ezb un morphisme alors
u ¢ BIB—sBF est aussl un morphisme done a fortiori u : B—sBF,

(2.6.1) PROPOSITION. Pour qu'une semi-norme p sur E soilt continue
pour l1la topologie TE il faut et i1 suffit que p tende vers
o sur toute suite bornoclogiquement convergente vers o.
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81 v 1 BE—aBF egt un Howvwwmam alers aussi v + TE—FBF done & fo

v ;: TE-—nF ,ce gui termine la démonstration. ¥

(2.6, mv QOWOszHmm Le foncteur B commute aux noyaux et avx limite
vﬁoumoawdmm et le foncteur T commubte aux conoyaux et aux
limites inductives,

Fle bornoleomiques et ebe btopologicues. [es ele tels que E = TBE s¢
exactement les elc appelés classiquement boruologigues. Gardons le
cette dénomination et appelons ebe topologigques les ebe E tels que
E = BPE, I1 est clair que,pour tout ele E,l’ebe BE est topologiqu
et 1l'elc TBE est bornologique. De mfme,pour tout ebe E, 1'elc TE :
bornologique et l'ebe BTE topologique.

EXEMPLES
Exl.

tonnelé,Car tout tenneau U de

TE
=

TE

egt un ele bornologique
est un disque absorbant

21 F est un ebe compled,

befermé de E,donc mbsorbe tout disque borné de E d'aprés
(2.%,4) ce qui signifie que U est up volsinage de o de TE
Ex2, Si_E est un ebc topologiaue dénombrable, TE est un

espace DF bornoloegicue (et tonnelé si E est complet). Car

TE est déjid infratonnelé et admet un systeéme fondamental
dénombrable de parties bornées puisque BTE = E.

Ex3. 8i E est un elc séparé et semi-complet, BE est vn ebe
complet et tovologigue.

2.7. Les ebe répuliers.

ne nous sommes pas préoccupés de guestions
gu'un elc est séparé si et seulement si l'eb
con

présent nous
On sait

Jusqu'a
séparation .
séparé,car toute droite bormée de E est
malheureusemen
¥ peut étre sé
solt géparéd, I
un dual nul. Divers contre-exemple
citons ceux de daelbroeck (W1} &%

donc proposer le définition:

BE correspondant est
dans 1'adhérence de 1'origine. Ta situatien n'est
pas aussi favorable pour un ebe . En effet un ebe
(m8me complet,méme dénombrable) sans gue l'elc "B
peut méme se faire que TE ait
ont été donnés parmi lesquels
Foias-Marinescu (¥F1l).

Cn peut

2l

DEFINITICH. Un ebe E est dit régu
_oouwmmvosamﬁn est séparé.

{2.7.1) lier lorsgue l'elc 7%

Tes ebc rémuliers sont appelés t-séparés dans {27);cette nouvellse

dénomination est cevendant mieux adantée. Un critére simple e

réguiarité,d'application fréouente,est le suivant:
(7.7.2) PRCPCSITION. Une condition néceszaire et suffisante nour
qu'un ebec I solt rédgulier est qu'il existe sur T une %opo-

logie localement convexe séparée rendant topologicusment

hornés les bornés de E,

=21t

,.h..,uu. 'ebhe IF
tout sbe

Nous verrons dans 1a suite nue les ebe résuliers s¢ rencontT

scuvent en praticue. (n veit déjé que,rncur tout elc est

régulier si et seulement sl il est sépsréd,de sorte que

topolosriaie sioard est w@mcmea. “n désienant nar ELC3 la catégorie

des elc séparés et ner BRCR celle des ebe répguliers,on voit cue 7
est un foneteur covariant ERCR-=ET0Y tandis cue B est un foncoteur

covariant BT —sltdCR,

. Dualigd,

Ze dual d'un =1lc¢ sipsré. Yotons comme 4'habitude par B' le du=l

tovelosigue d'un elc séparé B, Cn seit aue sur %' il n'existe pas
: 1z topologie de I mais une

de tonolorie canoniguement aseocide
a2llant de la
Ter contre

la
gi 1'on =2npelle bornés dans B!

nluralité Je topolories a2l tovologie
tepolomie forte (7,3},

les parties équicentinues de %',on obtient une bornologie vectorielle

faible ¢{2',%) 2

N

bien attachée 3

ia topologie de vuisque ies bornés

%' contenues dans le poelaire diun

convexe sur B!

de 7' gont aslors les parties de
suite de cette premiére partie

voisinage de o de ©. Dans toute le
3

le symbole E' désignerz le dusi de E muni de sa bornelogis éouicon-

tinue.

SuBL1) MESCREME,Peur tout ele sépard E le dusl EY est un ebc régu-
lier et complet.

étant contenue dans une
partie dguicontinue disquée faiblement compacte le exitérs {7.7.2)

Drouve la régularité de B et i'ex3 de (2.9) sa complétude. X

PREUVE, Toute partie éawicontinue de B!
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(2.8.2) COROLIAIRE. Te dusl B' d'ur elec métrissble est un ebe

. . b) 8i E est hypotonnelé alors TE' est exactement 1l'elc bor-
_wmmcwwmw dénombrable et complet. .

neloglaue azssccié & Ei. Par conséquent,pour gue eﬁ.uﬁm i1
faut et il sufrfit que mm goit bornologique.

”ooaumdmwmou egntre E' et le dual fort mw. I1 s'sgit de comparer 1
gle TE' et MW et les ebe E' st me. Four soulager les notations
qualifions d'éguivore toute partie de %' absorbant les partieg &
continues. Les disques équivores de E' forment done une base de

sinages de o de l'ele TH'.

o,8,7) COROLLATSE 1. 81 E est un gspace DF alors @M.uhm .

mmdmw Car E est déjéd hypotonnelé et mw est bornologique puisque
Test un espace de PFréchet. ¥

MARQUE. Cn szit,d'aprés Grothendieck (G4 : Rque 8) gqu'il existe
es espaces DF n'ayant pas la topologie de Mackey. A fortiori
wwwwmtdlww des espaces hypotonnelés n'ayant pas la topologie de

(2.8.%) FRCDCAITICY. Pour que E' = mmm il faut et il suffit gque
_moud un ele infratonnelsd.

(2.8.4) DPRCPCSITION. Sur &' 1a topclogle TE' est plus fine gque 1
topologie forte vmw.,mV. Cependant,pour tout voisinage de
diacué J dans TE', le bipolaire #°° est un voisinage de o
fort.

ackey donc non infratonnelés.

mrm.mv CCROLLATRE 2, Si E est un elc métrisable alors TE' esbt un
- {egpace DF bornologigue et complet (donc tonnelé). Pour que

‘s . TE'=EL 11 faut et il suffit gque £ soit distingué.
ZEEUVL. Tz vremloére partie sst évidente,pulscue tout voisiname f ¢

absorbe les parties fortement bornées donc est écuivore. RECinToQUERENVE. D'eprés (G4 : th 8) tout disque équivore de E' contient un
isgue équivore fortement fermé, Cela impligue classiquement, mw

tant comvlet,cue TE' est complet. Enfin on sait,btoujours d'aprés

ment,si 4 est un disque Aquivore de E',son polasire #4° dsng & esk
borné dans I,de sorte que son bipolaire W° egt un volginage fort

-~ o - . G4 : th 7) que K} est bornologique si et seulement si F est
{2,°.0) SCRCITATRE, Pour cue TE' - ww il faut et il suffit que ¢ P

iisque fcuivore de E' conti~nne un disgue écuivore faibl

istingué, X

¢ dual d'un ebe répulier. Soit maintenant E un ebe régulier. Dési-
nons per E' son dual,c'est-a-dire 1'ev des formes lindaires bor-
&es sur E. On sait qu'une forme linéaire sur ¥ est bornée si et .
mﬁumsmuw si elle est C(E)-continue,ou encore si et seulement si elle
,. 8% TE-continue. Autrement dit on a 1'égalité algébrigue E*=(TE)',.
ire que E est répulier c'est donc exactement dive que B et ' sont
n dualité séparante. Puisque chague borné de B est évidemment
faiblement borné relativement & ls dualité (E,E'),on peut considérer
ur B 1s topologie de la convergence uniferme sur les bornés de E,
admettant pour bese de volsinages d2 o les polaires des discgues
ornés de F. I1 est facile de voir que E*,ainsi topologisé, est

m8me complet. Done:

zent fermé,

. Jhacune deg conditions mwm = B' ou 7Y’ = wm entraine 1l'une ou 1
dtes deux conditions éguivalentes T5hg = TE' ou 27TE' = mMm. Ti.gon
dans ce cas nue E est un ele hypotonnelé. Puisque les ebc 3E. et
vérifient btous deux la condition (D) de (1.2),1ils sont identigue
dés qu'iles ont les mdmes suites bornéesjet il suffit pour cela a

toute suite fortement bornée de W' soit bornéde dans BTE'. Tonc:

(2,2.3) TYICATME.

&) Pour oue T soit hypotonnelé {¢'egt-a~dire pour que
em.ﬂamMm ou encore que mmwnmﬁm_d il faut et il suffit gu
tout disque éguivore de 3' absorbe toute suite fortement
bornée. En varticulier si toute suite fortement bornée 4

wm.m.mv THEEOREME. Pour tout ebe régulier E le dual EY est un ele
séparé et complet.

est équicontinue (ce qui est déjd le cas si E est infra-

tonnelé) alors E est hypotonnelsd.

!
[
¥
!
i
'
'
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On peut maintenant préeciser 1fégalité algébrigue EF=(TE)' en:

£2.8.10) PROPOSITION. Pour tout ebc régulier E on a 1'égalité
bornologigue:

B(EY)Y = (TE)!

PREUVE. Un borné B de B(E*) est absorbé par le polaire A° de tout
¥,donc B° absorbe A®° et aussi Ajainsi B® est un disque

borné A de
bornivore de E,donc un voisinage de o de 1l'elc TE,et B,contenu dans
B°9,est un borné de (TE)'., Réciproquement tout borné de (TE)' est
contenu dens le polaire V° d'un disgue boreivore V de E,de sorie que
¥° est absorbé par le polaire A® de tout disque borné A de E,ce qui
signifie que V°® est borné dans B(E'). E

Les ebe polaires. La notion d'ebe régulier est encore un peun trop
générale relativement aux questions de duwalité. Wous introduisons
ici une classe particulidre d'ebe réguliers,qui contiennent suffigam

ment de bormés.

{(2.8,11) DEFINITION. On dit qu'un ebe E est poliaire lorsqu'il est
déja régulier et tel de plus que le bipolaire (relativement
3 la dualité (B,E7)) de chacun de ses bornés solt bormé.

-

(2.8,12) PROPOSITICN. Pour tout elc séperé £ les eboc BE et E' sont
polaires, En particulier tout ebe séparé topolegique est

polaire,

PREUVE. N'egt bien évident pour BE. Pour E' il suffit de voir que
soute partie équicontinue disquée,fermée pour ¢(E',E),est & fortiori

fermée pour qﬁm_,ﬁm_v+u. E

{2,8,1%) PROPOSITION, Solt E un ebe polaire. 8i ET est un elc borno-
logique alors E est un ebe topologique. En particulier toutb

ebe polaire dénombrsble est topologique.

PREUVE. D'aprés (2.8.10) on a B((BTE)*) = (TBIE)' = (TE)' = B(E™),
ce qui prouve que les elc ET et (3T®)? sont algébriguement égaux
avec les mfmes vornés. Comme la topologie de nmwmu+ est plus fine
que celle de EY,1'hypothése sur E* garantit 1'égelité topologique
E*<(BTE)*,ce qui signifie encore que tout borné de BIE est contenu

. .. w Il-WIM“

- 8t a fortiori que A est émal

| (2.8.15) THEOREME

-2

.mwum le bipclaire 4'un borné de E. On a donc E=BTE puisque B est

.Wowmwﬁm. Le reste de la proposition est évident car,si B egt dénom-
prable,E" :
.0on obtient 1'analogue convenable de la propriété assurant que tout

est un espace de Fréchet. ¥

slec métrisable est bornologliqus.

. REMARQUE. I1 peut se faire que E soit un ebe topologique sans que m+.

goit un elec bornologlque. 8i F est par exemple un espace de Fréchet
pon distingué,l'ebe E=BF est topologigque mais M+nmm n'est pas borno-

C logique.

“Complétion d'un ebe polaire. Le probléme général de la complétion

dtun ebe séparé,méme régulier, n'est pas résolu, La difficulté essen-

+ tielle provient du fait que si A et B sont deux disgues normante et
- bornés d'un sbe E,tels que Ach,l'injection canonique mw:&vmw ne se

laisse pas prolonger en une injection m>tt?mw entre les complétés,

de sorte gue l'espasce E ne peuit généralement pas 8tre identifiéd & un

A

E constrult comme

o

gous-e¢space,et a8 fortiori & un sous-ebe,de 1'ebe E

limite inductive deg espaces de Banach mv. ¥ous alloms voir que omw&m

diffieculté s'élimine lorsque F est supposé polaire,

{2.8.14) LEMFME. Soit B un ebe régulier et soient 4 et B deux disques
bornés de E tels que A=A°® et AcB. w_wbumo¢wow canonique

P se prolonge en une injection ﬁ ll?ﬁw.

mmwmqm.wmoosawﬁwos.bn»oomwmﬁwwwmmcmbmmawmwdwmamﬂwwmﬂamamﬁm
E,ce gui implique facilement que 4 est un disque fermé de 1l'espace mm,
5 la boule unité de E,., Il suit de la
que sur l'espace E, la topclogie de E, et celle,moins fine,induite
par mw vérifient la condition de voisinapes fermés. Cn en tire,solt
¢n faisant une démonstration directe facile,soit en utilisant un
résultat de Robertson (R2 : 4),que l'application wwsiwww est une

injection. ¥

. Boit B un ebe polaire et soit dt Hmmnmmswwm des
disgues bornés et feiblement fermés de E, L'espace w,HmsM#m
inductive dans la catégorie ERC,des espaces de Banach m»
loraque A déerit A ,est un ebe régulier et complet contenant
E comme sous-ebe. Les elc ET et (E)* sont identiques et,plus




P

mmsmdmwmsmud.wﬂwwumnﬁwou,ﬁmmowwosm E--af est solution du
probléme universel des applications linéaires st bornées de
E dans des ebe réguliers et complets,

PREUVE. I1 est clair que les espaces wm forment un systéme inductif
Eouva:m filtrant croissant,ce gqui veut dire gque,pour ACB,1l'applica-
tion m»llvmm est memodw4m et bornée comme on veoit avec ls lemme.

~ On peui done définir E comme il est dit,ce qui domnne d4éjad un ebce
complet, I'application cancnique J : Ewt-f o5t évidemment lindaire

injective et bornée., Toute forme linéaire et bornée sur E, étant con-
tinue sur chagus m>,mm laisse prolonger de fagon unigue en une forme
linéaire bornée sur m ce qui prouve 1'égalité algébrique des elc jonl
et nmv%. rais ces ele sont méme topologiquement égaux car leurs vol-
sinages de o respectifs sont les disques &° e mwvu,mdwgmagmad épaux

par ralson de daoponmmsm5¢ Aingi E est déjad faiblement dense dans &
Par ailleurs sc Enh de fagon évidenie et 1l'égalité boinbvo fournit

1'inclusion mawnboo.@m sorte qgue A=Bni puisgue Aef. On voit iel que

A »

£ est exactement un sous-ebc de E, Montrons maintenant gue E est
régulier. L'espace F=TE est un elc séparé dont le duzl ¥' eat algé-
briguement égal 2& =*: puisque A=A°?,on volt gue tout disque sk
eut faiblement fermé dans ¥ donc aussi fermé dans Fj il en résulte

@cmw.wbumoﬁ»on Mbllf@ mmvﬂowoﬂmmmmﬁﬁmwbumnﬁwos w#l&vw , 08 )

~ A

est 1'elc complété de F3 autrement dit E est contenu dens F et la

~

topologie {localement convexe séparée) de F induit sur £ une topo-

- - ~

lomie vandant bornés les bormés A de E,ce qui démontre gue E est
régulier. Bnfin,pour toute application linéaire et bornée U: Bl
de T dans wun ebe régulier complet G,il existe un prolongsment

fi : F—w0 qui est unigue car,G étant régulier, G sst faiblement
continue et E esgt faiblement dense dans k., g

REMARQUE. I1 ne paralt pas possible de démontrer que £ est polaire.
Pour tout disaue A€ on a bien L=EM2-A°°=EMA°" en déeignant par

>

a°% le bipolaire de A dans hE,mals 11 ne semble pas gue 1'on pulsse

)

tirer de 1a wdmmmyvﬁm wnboo.aﬁw prouveralit aﬁm est Paiblement
fermé dans m ni méme une inclusion du type »oonuw pour B horné de E

ey

qui suffirait pour prouver gue E est polaire.

ol

Dans 1z suite 1'ebc £ sera dit le gomplété de 1'ebe polaire E.

-2

La bornolopie B, d'un ebe régulier. Soit @ la bornologle d'un ebe
régulier E. Les perties de E qui sont contenues dans l'enveloppe:;
disquée faidlement fermée,pour la dusliité {(E,E7),d'une suite Uodﬂ@t
logiquement convergente vers o forment une bornologie &, j;soit Mm
1l'ebe correspondant. S5i E est polaire,d, est plus fine gue & .ENWW
dans le cas général B et B, peuvent 8tre incomparsbles., Elles oﬁd
cependant un certain nombre de propriétés communes, Déja les elc TE
et TB, sont identiques,comme on volt avec (2.6.1) en remarquant nﬂm
leg voisinages de o pour TE peuvent &tre cholsls disqués memeBmW¢
fermés, Ies dusls E' et EI sont algébriquenent égaux et sont &mu“mwa
ayant les mémes bornés puisgue B(EY) = (TE)' et B(E]) = Aﬁwov...".
tire de toub ceci que E, est un ebe polaire. :

Toute suite bornologiquement convergente vers o dans E converge gussi
bornologiquement vers o dans E, (la réciproque étant évidente =i E
est polaire) : car si H&mmﬁm ol Be® et mseo, on peut poser AKHRKWW

et voir que 1'enveloppe disquée faiblement fermée A de la suitbe
Nuxuﬁ est un borné de B, tel que xmwxnb. Ainsi (E.)o=E, ot il est
inutile 4'itérer le processus. Une conséquence intéressante est que,
lorague E est polaire,les ebc E et E,,ayant les némes sultes bornow
logiguement convergentes vers o,sont simultanément complets.

En résumé:

{2.8.16) PROPC3ITION. Pour tout ebe résulier E soit E, l'ebc dont
les bornés sont les parties de E contenues dems 1'enveloppe

disquée faiblement fermée d'une suite convergesant bornolo-

F ziquement vers o, Liebe E, est polaire et 1'on a les mmmuwﬂmm
 TE<TE, ; B(E') = B(E]) ; (Eo)o=E, . De plus si E est polaire
les ebe B et E, sont simaltanément complets. .

2.8.17) COROLLAIRE. Le dual ET d'un ebec régulier E est un ele
séparé et complet lorsqu’on le munit de la topologie de la
convergence uniforme sur les suites de E convergesnt bormo-

logiquement vers o.

PREUVE, Ce n'est sutre que (2.8.9) sppliqué & 1'ebe E,. B

Si E est un ebe polaire les duals E' , E} , (E)* ’ ()Y somt alghe
briquement &gaux et ont d'ailleurs les mémes bornés comme il résulbe
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de (2.8.1%) et (2.8.16).

Cette remarque permet de démontrer le résu
tat important suivant: T

(2.8,18) THEOREME. Soit E un ebec polaire., Sur m+uvw topologie de la
convergence uniforme sur les suites de E convergeant borno-

logiquement vers o est compatible avee la dualité (E*,B).
PREUVE. 11 est facile de woir que les suites de E et celles de £
convergeant bornologiquement vers o définissent la méme topologie

£y

sur 7' «(8)" ce gui nous rsméne,en remplacant E par £, 3

régulier et complet. I1 suffit donc,avec le théoréme de Mackey, de

supposer B

prouver que tout disque AE®B, est faiblement relativement compact.
On peut supposer que A est l'enveloppe disquée faiblement fermée
dtuns sulte mxﬁv convergeant vers o dans un espace de Banach Ey ol
de B, La suibe AMSV est done rela-
enveloppe disguée fermée € (dans
fgible «(&,E") induisant sur Eq
une topologie séparée moins fine que celle d'espace de Banach (car
B est falblement borné dens E),ces deux topologies coincident sur ©
tinsi A=C et 4 est falblement compacte,ce qui suffit., H

3 est un disque borné convenable
tivement compacte dans mw et son
%} ¥ eat compacte. La topologle

(*.F,10) CCROLIAIRE 1. Pour tout ebe polaire complet E on a

o) ' =E,.

1'4galiké bornologique (E

PREUVE, 1'égalité slgébrique est conséquence du théoréme et 1'émalit

borneolegique de la polarité de E, E

{ LE.72CY ZSOROLLAIRE 2. Soit ¥
dans l'elc (BE)S.

un ele séparé. Le dval E' est demse

PREUVE. L'ebc F=BE est polaire,E'.est un sous-ev de F,et mm+v.nw
d'aprés le théoréme. Il suffit donc de voir que si un é1lément X de
w glannule sur E' alors il est nul. Cn peut supposer u:mwwnmw ot B
st un disque borné faiblement fermé mﬁocH qﬁm E')) dans B. I1 exist

donc une suite x,€ Ey telle que xﬁljvx dans mw La suite Awwv con-

verge wmwvwmemsm vers o dans E,car pour tout x'€E' la sulte Axuaxnv
convarge vers <{X,x'>=0. C'est sussi une suite de Cauchy dans mw_@m
sorte gue,B étant faiblement fermé dans E,il est facile &e voir que
en fait,elle converge méme vers o dems Hp,d'od X=o. H

p.0

~2G—

On peut en déduire la caractérisstion des elc doﬁﬂowomv@ﬂmm mcbbmm
par Kéthe (K5 th 1):

(2.5, 1) OCROLLAIRE 5, Soit E un elc séparé,espace de Mackey (o'ebt—
d-dire eysnt la topologie w(E,E')). Pour que E Boit borno--
logigue il faut et il suffit gue son dual E' solt complet’
pour s topologie de la convergence uniforme sur les sultes
de T convergeant bornologigquement vers o.

“REUVE. la condition est nécessaire d'aprés (2.8.17) car £',topolo-

zisé comme on a dit,n'est aubre que uw avaec F=RE.

car E' ainsi topologisé est aleors complet et partout
vi,done B'=F algébriquement,ce gul impligue classique-

Elie egt aussi
suffisante

dense dans
ment,T &tant esvace de Mackey,qu'll est bernologique. E

. Réflexivité bornologione.

Le be=bidual d'un elc séparé. Le dusl E' d'un elc séparé E est un
ebe polaire et complet dont Ie dusl (E')* est un elc séparé et
complet. "ous dirons nue (E')" est le bidual bornologigque (ou

b-bidual)de E et,lorsque E={(E')”? que E est bornologiguement réflexif

{ou beréflexif?.

Dans le cas général on a Ec(®')”
topolozicue de (E')* puisque la tovolorie de (E)" egst celle de la
uniforme sur les partiszs fguiconvinues de E'. Comme on

a 1'ézalité alzébrigue (B')*=(TE')' et que la topologie de TE' est
plus fine aue la topologie forte mmq. E),on voit que le bidual

Ea{ _mv_ ast contenu dans le b-bidual {(E')*. Désignons par Bl le
bidual =" topologisé au sens de Grothendieck (G2),c mmdtmlapﬁm avec
la topologie de la convergence uniforme sur les parties éoquicontinues
de ©':i1 est c¢lair que mm devient ainsi un sous-espace topologique
de (R')*, ®t,comme (E'}* est complet,on obtient en résumé:

;d'ailieurs E est un scus~espace

converaence

{ ,v,1) FROPC3ITION. .Soit E un elec séparé, On a les inclusions
topolorgigues: o

Eg

Mn._:Hﬁm.u+ .

+

Tle sous~espzce algébrique E" de {(E')" ge omHmOdmemm facilement. Qm

n'est autre gue la réunion L_JB°° des bipolaires dans (B )" des.




B0~

.

disques bornés B de E. Il suit de 12 que 1'espace ENEYL est égal A
1a péunion L_JR°% des bipolaires dans » des disques bornés B de E.

A
-

Mais la topolorie de E étant compatible avec la dualité (%,E'),1es
disques 3°% sont les adhérences dans £ des disques bornés de E. Par

ce raisonnement simplifié on retrouve un résultat récent de A.Rober
(Rl prop ~.1.%):

(z,©.2) TEEOREME. Pour gque l'elce séparé E soit guasi-complet il fau
et i1 suffit que E=BMEL.

Te résultat qui va sulvre donne un cas ol il y a coineidence du
bidual EY et du b-bidual (E')7F,

(.9,2) PRCECOITICN. Soit E un ele séparé hypotonnelé tel gue son
dusl fort E; ait la topelogile de Mackey (&' ,B"), Ias asser
tions suivantes sont équivalentes:
al Es est bornologique.
by
¢)

_.:]_

»

=0Ty,

dﬁéﬁ

TREUVE, Cn 8 ae=pb d'aprés (2.8.5) puisgue E est hypotonnelé et
bamie car {E') =(TE')' de toute fagon. 3i E=(E")" les espaces B

»

et TE',alrébriguement égaux & E',ont des topolopies compatibles ave
la duslité (B',E") ce qui impligue bien 1'égalité By =TE' & causge de
1'hypothése sur mm puisgue la topologie TE' sst plus fine que la

tonclogia forte de E'. Ainsi cs=sbd. X

On tire de 1a& deux conséquences intéressantes:

(2.0.%) CORCLTAIRE 1. Soit F un slc métrisable tel que Mm ait la
topologie de Mackey. Sont éguivalentes:
ajl mﬁ est bornologlique.
b)) E est distinguéd.
¢) Ev=(E")".

REMARQUE. On ignore si,en général,le dual fort ¥ d'un elc métrisab
a toujours la topologie de Mackey. De toute fagon cette condition
est impliquée par &) ou b) de sorte que,si E est distingué,alors
E*=(E')*. Cependant l'exemple classique de Kbthe,traité par
Grothendieck (G4 p.88),fournit le cas d'un ele métrisable (non

AN

”?n.va.&lﬂwwwmquwdm pour les elc séparés. Rappelons gqufun elec E séparé

-5l

QHmﬁHnmdmv tel que mzﬁmw_u+

La seconde conséquence est une application du théoréme (2.9.2) Qm
A.Robert, Flle donne une généralisation simultanée d'un résultat. mm
Grothendieck sur les espsces DF (G4:icor 2 de prop mv et de la bBOMOI
sition (2.3.1) de A.Robert (RL).

(2.9.5) CORCLIAIRE 2. Soit E un elc hypotonnelé tel que gon @cmw.
. fort Zj solt boranologlque {sutrement dit E est tel cue
=5=TE).

o™

Alors T est complet dés qu'il est aﬁmmwlooawwmwr

PREUVE., Supposons E quasi-complet,denc mumﬁJm= avec (2,9.2). H~HH001
thése sur £ donne BZ=(T')* avec {2.°.3) d'oh I=FE. &

Enfin citons pour mémolre,en conséquence de {(2,8.7):

(2.©.5) SCROLLATRS %. Si E est un espace DF alors (B')*=Ej.

R erirhr T

Les résultats (2.£.15...19) vont permettre la description de (w1t
en terme ds complétion. Remarguons d'abord gque dans 1'ebe E' une
suite (%) est bornclogiquement convergente vers o sl et seulement
gi elle converge uniformément vers ¢ sur un voisinage convenable de
1'origine dans 5. Oela étant: .

(2.2,7) TEECRZVE. Ie b-bidual (E')F d'un elec séparé E est algébrigue-
ment identique au complété de T pour la topologle c. de la
convergence upiforme sur les suites de ' convergeant borno-

lozicuement vers o.

PREUVE., “lacons sur (T')* la topolorie c,. On obtient i'elc (E');
égal & 1'ele (E})" avec les notations de (2.8.18),et qui -est complet
d'eprés (2.8.17). Il reste 3 voir que E est dense dans (E!)",ce qui
est conséquence immédiate,avec Hahn-Benach, de (2.8.19) pulsque E'

est un ebe polaire et comnlet, E

est dit beréflexif lorscue E=(E')*. 11 est clair avec (2.9.1) qu'un
tel elc est déjd complet et semi-réflexif, De fagon plus précise:

{z2.9.8) THEOREME.
s) 8i F est b-réflexif il est complet,hypotonnelé,semi-
réflexif et son dual fort Mm est bornologigue.
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b} Réciproguement si T est hypotonnelé et semi-réflexif et
8i mw est bornolegique alors E est b-réflexif.

EREUVE.I'assertion a) provient de (2.9,1) pour une partie;l'éealit
ed.nrm,nmw donne le reste,vient du fait que la topologie TE' est

alors eompatible avec la dualité (B!
avec (%',

yE) donc cofnclde néceszaireme
%) et par conséguent aussi avec B(E! B,
1'hyvothése sur E implique EL=TE' done (E')7?

Réciprogquement

=EL=E. §

HEMARCUE, Adnsi tout ele b-réflexif est nécessairement complet, Cecidt
montre oue la b-réflexivité,notion plus forte que la semi~réflexivi
est par 14 moins pathologique. En effet on salt,avec H‘mxmaﬁum de
Fomura (%3 : 3),qu'il existe des espaces de Montel (donec réflexif
et cependant non complets,donec a fortiori non b-réflexifs, D'ailleur

(2.©.,9) E207C JITICN. 30it E un elc séparé hypotonneld et semi-réfles
xif. Pour que % soilt b-réflexif il faut et il suffit gue
son dual fort ww soit bornolomigue.

IREUVE, T1 suffit de voir gue,E étant semi-réflexif,son dusl fort
est tonnelé donc a la topologle de Mackey et d'avpliguer (2,0.%),

(2.0.1C) ZORCIJATRE. Si E est métrisadle ou bien si E est un espac
DF alors E est b-réflexif si et seulement si il est zemi-
réflexif.

EREUVE, S5i % est métrisable et semi-réflexif on szit qulil est dist
o

sué donc 4 est bornologique. Si T est espace DF woir (2.0.6).

2 la suite de (2.9.7) on a2 le cribtére Avident:

Z.9.11) THEQOREME. Un ele séparé E est b-réflexif si et seulemsnt s
il est complet pour la topologie ¢, de la convergence unife
sur les suites de E' convergeant bornologiquement vers o,

On déduit de 14 deux informations dont la premiére n'est autre que
la proposition 9 de Kothe (X5) et dont 1la seconde généralige ls pro
position 10 de la méme référence,.

(2.9.12) COROLLATRE 1. Un elc métrisable E est réflexif si et seule
_Bmsd gl 11 est complet pour la topolegie ¢, de la convergen Mw

3 5

uniforme sur les sulbtes de E' convergeant woumﬁbm@w@ﬂmammﬂ
vers o.

mm“m.wwu CORCITAIRE 2. Un espace DF {en particulisr unm espace wirmé)
 lest semi-réflexif si et seulement si il est complet pour ia
vopologie de la convergence compacte sur son dual fort.

PREUVE. 21 E est espace DF toute suite fortement bornée est égquidda-
tinue. I1 suit facilement de 14 que E' e% BEJ ont les mémes suites
bornologiquement convergentes vers o mﬂgtv étant egpace de %anﬁmﬁa
ce gont d'ailleurs les suites convergentes {topologiquement) VEers o

dans m Cn termine avec le thécréme de Banazch-Dieudonné. ¥

Lg b-réflexivité pour les ebe réguliers. Pour tout ebe régulisr mu
appelons b-bidual de E l'ebe polaire st complet (EV)', Nous.dirons
que E est pb=réflexif lorsque E est bornologiquement dgal & (EY)7.
Dans le cas général on a évidemment EC(E%)',3 cause de la régularité
de B,mais E n'est un sous—ebe de (E¥)! que si E est polaire. :
Puisque les bornés de (E7)!' sont relativement compacts pour la wQWni
logie faible a({E*}' ,EM),on voit gue,si E est b-réflexif,il ﬁommm&@
un systéme fondamental de disques bornés qui sont faiblement compacts.
Réciproquement,si tout borné A de E est contenu dans un borné B
disqué faiblement compact,alors B est fermé dans (ET)' pour la topo~
logie o((E*)',E*) donc ézal & son bipolaire dans (E¥)',ce qui prouve

-

facilement 1'égalité bornclogique thm ', On & done:

(2.9,14) THEOREME (Mackevy-hrems). Pour gu'un ebe régulier F soit
b=réflexif 11 faut et 1l suffit qu'il admette un asystéme
fondamental de bornés formé de disgues faiblement noawmaﬁma

(2.9.15) COROLLAIRE 1. Un ebe réflexif E est nécessairement @owwﬁﬂm
et complet. Tl admet méme un systéme fondamental de bornés

qui sont complets dans l'ele TE.

-

meddm.omﬂdoﬁﬁmummsmhmwdwmamﬂ@ooswmadamhmmdhmﬁvwmgmwn.
complet donc aussi complet dang TE. E -

(2.9.16) COROLLAIRE 2. Un ebe régulier et réflexif (woir @mmHBPd
[(2.3.1)) est brérlexit.
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PREUVE, T1 suffit de prouver pﬁw,anaﬂ disque borné et réflexif A de
E est contenu dans un disque borné faiblement compsact. Or 1l'espace

de Banach E By étant réflexif sa boule unlté A est compacte pour la
topologie faible o(E,,F;) donc aussi pour la topologie -séparée moin

fine QAM»,M+V car E est régulier et ET g'envoie dans ww par 1'appli-

cation de restriction des formes linédaires & m». En résumé L est un

disque faiblement compact de E et 1'égalité A= W. A4 assure gu'il
>1
est borné dans E, E

Dualité et b-réflexivité. Il est clair que la b~réflexivité est
stable par Gualité c'est~i-dire gue le dual d'um elc (resp: ebe)
b=réflexif est un ebe (resp: elc) b-réflexif, Par ailleuvrs on sait
(E2: 20.5) que,sous certaines conditions (E guasi-complet et possé-
dant la topologie de Mackey) un elc E est réflexif si et seulsment
si son dunal fort w% l'est. On peut étabiir iei des résultats

analogues.

(2.9.17) PROPOSITICN. Soit E un elec séparé et complet. Pour gue E
s0it b=réflexif il faut et il suffit que son dual E' socit
un ebe b-réflexif.

PREUVE. La condition étant nécessaire supposons B' b-réflexif. Aloer
(B')*= &

% car E est un sous-espace de (E')” dense dang (E')" puisque
le dual de (E')* n'est autre que E', L'hypothése de complétude de E
parantit dome 1'égalité E = (E')7.

(2.9.18) PROPOSITICN. Soit E un ebe régulier admettant un systéme
fondamental de disques bornés qui sont complets dens l'elc
TE. Pour que E soit b-réflexif il faut e¥ 11 suffit que '
soit un ele b-réflexif.

PREUVE. Déjad 1'hypothése sur E implique que E est polzire et comple
Supposons BT b-réflexif et posons F=(EY)'., Alors Frert, T1 suit de

14 gque les elec TE et TF ont méme dual avec les mémes parties équi-

continnes puisque (TE)!=B{E*)=B(F")=(TF)', On en tire que TE est un
sous~ele de TF. Par silleurs les bornés de F sont esxactement les
bipolaires B°° dans F=(E')' des bornés B de E,comme il wésulte de 1
définition de (E')'. Puisqu'on peut choisir B disqué et complet

55

mmwm TE,alors B est fermé dans TF ece gui suffift pour @maomﬁﬂmﬁ

- 1'égalité B=B°° et partant 1'égalité BE=F. ¥

_mu rassemblant {2.9.17) et (2.9.18) on obtient:

(2.9.19) PROPOSITION. Soit Z un ebe régnlier admetiant un systéme
fondsmental de disqgues bornés qui sont complets dans mewn.
TE. Pour que E soit b-réflexif il faut et il suffit que mou

b=bidual {Z*)' le soit,

(2.9.20) ZROPCOIPICE. Soit E un elc séparé et complet tel gue la cawc:
| logie TE' adzmette une base de voisinages de o formée de )
disques fortement fermés., Pour gue E goit b-réfiexif il %mﬁw
et il suffit gue son b-bidual {2')* le soit. .

PREUVE. Lz condition sur E implique qu'il existe dans E' un systéme
fondamentsl de bornés qui sont complets dans TE': en effet boute

partie éguicontinue disquée faiblement fermée de £ st faiblement

compacte,done faiblement compléte,donc fortement compléte et a for=
tiori,gréce & la condition,compléte dans TR', ¥

La condition imposée & E est on particulier vérifiée lorsgue B est
métrisable d'aprés Grothendieck (G4

b

tho),ou bien lorsgue E est

bhypotonnelé et mm est bornelogique car alors ﬁm_umm. Done

(2.9.21) CORCLIAIRE 1. Four qu'un espace de Fréchet E soit réflexifs
il faut et il suffit que son b-bidual (E)T le seit.,

PREUVE. Ies espaces E et {2')7 étant tous deux des espaces de Fréchet
1z beréflexivité cofncide pour eux avec la Téflexivité, ¥

REMARQUE., Ce résultat est 2 rapprocher de celuil affirmant que = esh
réflexif si et seulement si son bidual #" l'est (K4 : §p0,2.4), Il
en différe dans la mesure o F" et (%')" sont s priori apmwwﬁowmwom

qui peut &tre le cas sl E z'est pas supposé distingué,

{2.9.22) CCROLIAIRE 2. Soit E un espace DF infretomnelé et complet,
Four que E soit réflexif il feut et il suffit que son .

bidusl E" soit semi-raflewi?
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PREUVE, Pour E réflexivité équivaut & semi-réflexivité,donc a
beréflexivité. Pulsque ﬁm.v+nmwnmw;oﬁ voit que (E')* est aussi un
sgpace DF,donc pour E" semi-réflexivité équivaut a p—réflaxivité.
Enfin 1'égelité TE'=Ej assure que la condition de (2.9.20) est satis-

DEUXIEME PARTIE : TOPCLOGIES ET COMPACTOLOGIES

faite,ce gui suffit. ¥
INTRCDUCTICK,

REMARGUE. Dans 1le cas oi B est espace DF non infratonnelé on ignore
: >

gi (E'Y' est espace DF et m&me seulement si (E')}* est nypotonnelé,

ce qui suffirait pourtant pour démontrer,E &tant compled, 1'équiva-

Dans cette seconde partie, et plus loin dans 1a troigiéme, om_mwwﬂwm
une nouvelle structure, celle des eapaces compactologigues gui maﬁﬁ
des espaces bornolomgiques spécialisés pour lesquels il existe un

lence de semi-réflexivité entre E et E". : g
systeme fondamental de bornés munis de topologies gui les rendent
compacts. Introduide pour la premiére fols par Waelbroeck (W2 et W3)
dans un cadre vectoriel pour établir un théoréme de dualité en éarac—
térisant 1z catémorie duale de celie des elc complets, elle egt sus-
ceptible d'une extension assez large. En fait la dualité échange,
objets topologiques (espaces topologiques, elc, algébres topologiques
localement convexes) et objeits compactologiques {espaces ooawmaw0H01
gloues, espaces vectoriels compactolesigues gonvexes, algdbres com-
pactologiques convexes).

Le premier pas vers la duslité s'annonce en zssoclant 3 chaque sspace
compactologique X 1'algébre localement convexe complaéte C(%) de ses
fonetions "continues® et & chaque algdbre localement convewe unitaire M
commutative 4 1'espace compactologigue wnbu des carachéres de A. |

Lorsque C(%) sépare £ on dit que £ est régulier. Le point nouveau ici

g8t précisément atheint lorsqu'on structure le spectre d'une algdbre
localewent convexe en espace compactologique et non pas en espace
topologique. Jans cet esprit on caractérise les espaces compactolo-
giques (rérmuliers) et les algébres localement convexes ( limibtes
projectives de omimpmwuwmm commutatives) qui sont des objets duaux.

les relastions entre la catégorie TS des espaces topologiques foncbion~
nellement séparés et la catégorie IR des espaces compactologiques
réguliers se font & travers deux foncteurs ¢ : (R—aB3 et ¥: %msh?am,
adjoints 1'un de 1'autre et bels que clc=c &t ¥c¥F=7. Ce gqui ﬁmH@m&

la définition d'une classe d'espaces topologiques : les espaces de
Keiley ou k-espaces, largement é&tudiés dans la littérature. le nWme:
nement est évidemment analogue A celui qui conduit aux elc boxnolo-

gigues & partir des foncteurs T et B de la premidre partis. .
L'introduction des structures vectorielles se falt au chapitre % de
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fagon sommaire ovulscue la guegtion sers reprise dane 1z trolsidme
partie. Cevendsni nous mentrons que le théoréme de duamlitéd de
Banach-"aelbreeck s’'insére parfaitement dans la théorie ménérale

esquissée ici.

au MJ

Le chanitre & est consacréd plus spécialement aux egpaces Topologla
igue

£lors que précédemment on attachait & chague espace compactolog

IS

une algébre topologique et & chague algébre topolomigque un espace

compactolocique, on associe maintenant & chague egpace topolomigue

1'algébre A7) de ses fonctions conbinues structurée en algebre com

pactologique convexe, et & chaoue acc A son spectre m®Pv qui est un
espace topolorigue complétement régulier. Je point de vue vermet une
étude nouvelle des espaces de fonctions continues sur un espace topa
logique cemplitement régulier. COn sait en effet que jusqn'amaintenan:
Le seul point de vue assez général est alegébrique et clest celui
choisl par 3illman-Jerigon (81), ol 1'espace E{T) est étudié en
tant ou'anresy ordonné, le corps des scalaires étant réel, Cn peut
aussl considérer ¥{T) comme une mHvaﬁm localement convexe avec pour
topologie celle de la conversence compacte sur 7, mais cette opitique
n'est fructuense cue pour les espaces de Kelley.

les espaces ftonclogiques intéressants sont alors les espaces compld

isomorphes & leur répilétion compactologique

les c-replets en ubtiliisant une terminologie sug-
(85 .
étant exactement les espaces G(A), spectres topologiques des ace
guelcongues & . Leurs propriités sont voiszines de celles des .
"Q-spaces” de Eewitt (H1) sppelés encors "realcompact spaces" par
Gillman-Jerison et espaces replets var Jourvaki. Hallleurs tout
cereplet., Néanmoins une différence subsiste nuia-

tement résuliers T

gérée par Bourbaki

appelons
£4% ex.17 p.85Y. Ils sont caractérisés comme

espace replet est
gue la classe des
egpaces replets
c-repléte de méme que toute scomme topologique de tels espaces. Te,
vlus on démontre explicitement gu'un espzce paracompact 235t c-replet

espaceg c~replets est plus stable que celle des
toute limite projective d'espaces c-replets est

Bnfin la comparaison entire espaces replets et c—replets se termine
par le preuve qu'il est "pratiguement' impossible de mettre en évi-
dence un espace ¢-replet qul ne solt pas replet. L'existence 4'un

5

tel espace est en-effet éouivalente & celle d'un cardinal mesursble.

Cn débouche ainsi sur une question d'axiomatique de la théorie des
q

3

=3

ensembles puisgu'il parait probable actuellement que l1l'axiome
d'existence d'un tel cardinal, 1ié & l'axiome d'existence d*un
cardinal fortement inzccessible, est indépendant des axiomes habi-

tuels (y compris l'axiome du choix) de la théorie.

CHAFITRE 1 : LOPACES COMPACTOLOGIOURS,

1. Espaces compactologigues.

(1.1.1) DEFINITICN., On appelle espace compactologique la woﬁb@m.myﬂb
ensemble X et d’une famille W de parties de ® telle que .z
a) X est un recouvrement filtrant croissant de ¥. .

b) Tout KeXest muni d'une topologie compacte mmmmemmv‘ﬂw.
de telle fagon que, pour ¥cl et LeX 1'injection Kesl zoit
continue, ce gui équivaut & 1'égalité dH\WndN.

¢) 5i ¥e¥ et si H est une partie de K alors 1l'adhérence H
de H dans ¥, munie de la topologie induite par X, est un

élément de K.

¥ous dirons que les parties de X sont les "compacts” de ®¥. I1 est
clair gue tout ensemble réduit & un point est "compact” et que la
Hmﬁbwow de deux "compacta” est "compacte'". En particulier les parties
de ¥ contenues dans un "compact” (variable) forment sur X une borno-
logie. Mais le point de vue compactologique est bien entendu plus’
précis que le point de vue bornologique.

Cn construit immédiatement une catésorie € dont les objets sont les
espaces compactologiques en choisissant comme morphismes les appliw
cations f : X -l qui envoient continfiment les "compacts” de % mmﬂm
des “compacts” de Y. Nous désignerons par  la catégorie des espaces
compacts, gqui appareft donc comme une sous—catégorie plelne de C..

Foncteur ¥. En associant & tout espace fopologique séparé T la
famille X de ses parties compacites, cn obtient un espace ooswmoﬁn1
logique, noté YT, et ¥ est en fait un foncteur covariant de la omﬂm;
gorie ©S,des espaces topologiques séparés dans la catégorie €.
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Foncteur ¢. En plagant sur un mmwmom compactologique ¥ la topologle
finale associsge toutes les injections K--»%, of K décrit¥, on
obtient un espace Lopologigue ¢¥ et ¢ est un foncteur covariant de
la catégorie € dans la catégorie T des espaces topologloues.

Tgpaces g Xellew, Si T est un espace topologigue séparé, l'espace
c¥T est aussi séparé et l'application He : ¢iT—aT est continue. On
4it que T est wn espace de Kelley (Al ; K1 ; P2) lorsque c¥T=T.
‘autpement dit ' est un espace de Kelley lorsau'il posséde la topolo
gie la plus fine compatible avec ses compacts. Le eritére suivant

est évident

(1.,1.2) TRCPCSITION. Pour gqu'un espace topologique séparé T soit un
espace de Kelley il faut et il suffit gue, pour tout espace
séparé 3 ot toute applicetion £ : T—»S, f soit en réalité
continue dés que ses restrictions aux compacts de T sont

continues.

{1.1.3) CCRCLIAIRE. Tes sspsces localement compacts et les espaces
métrisables sont des eapaces de Kelley. Dans ls catégorie
£5, tout espace muni d'une topologie finale d'espaces de
Felley est lui-méme un espace de Kelley.

..2. Bspaces compactologiques régnliers.

Désignons per C(¥) 1'alpébre des fonctions complexes sur ltespace
compactologique E dont les restrictions aux "compacts” de % sont
continues. Clest évidemment 1l'espace mcaenmqav, ot le corps des
complexes C est muni de sa compactologie canonique.

(1,2.1) DEFINITION. On dit que X est régulier lorsqu'il est sépare |

_ﬁww 1'slegébre C(%).

Un bon critére de régularité est donné par :

»

(1.2.2) THEQRENE, Relativement & un espace compactologique X les
assertions suivantes sont équivalentes :

a2) ¥ est régulier.
b) T1 existe sur % une topclogie complétement régulisre
induisant sur chacue "compact® K de % la topologie Ty.

4]

¢) Pour tout XeX l'anplication canonigue de Hmmﬁaynavom
T{E)wmm (K} est surjective,

d) Tour tout counmle de “compacts" disjoints H et ¥ de X, i1,
existe une fonction fel(X) telle que oxfgl, f=0 sur ¥ et

f=1 sur 7.

PREUVE. a==b : 30it “C la topologie sur¥la moins fine rendant con-=

tinues toutes 1~s fonoticns de C(X) ; elle est séparée d'aprés a)et

uniformisable ; de nlus elle rend continues les injections K—ak
puisoue précisément chagque feC(¥) esst continue sur chague KeJ¥, donc
dgﬂ1r% b=mde an05m,ﬁmdm«u et soit ‘G’ une doﬁowaﬂpm sur £ véri-.
fiant b} et donnant H.noa:m compectifié de Stone-Cech de £ ; alors

K est un compact de 3 donc, par le dWmowmam d'Urysohn, il existe un
prolongement f oae @ gul 25t continu sur W la2 fornction f, restriction
de f a 1'espace %, est done bien dans C(X) et orolonge ¢ (elle est
m&me bornée).
EU¥ et définie nar y=0 sur H et =1 sur I d'aprés ¢) c'est la
vestriction @'une fonection feC(¥) qu'en peut supposer réelle ; par

c==wed : Soit ¢ la fonetion continue sur le “compact”

\

une troncature évidente on se raméne & 0£fg1l. Enfin deesa 1 11 suf-
sit de prendre “={x} et K={y} pour deux voints x#y de k. ® .

(1.2.3) CONCLILIRS. Toub espace compactologigue dénombrable (c'est-
d-dire admettant un systéme fondamental dénomdbrable de

"compacts’ ) est régulier.

LREUVE. Soit mﬁmv une suite exhesustive croissante de "compacts® de k.

Soient ® et ¥ dsux "compacts” disjoints ; on peut supposer mruﬁnnmp.
Te théoréme 4'Urysohn assure 1'existence d'une fonction Lﬂmonﬂpv
telle que ﬁgno sur H et %wsp sur ¥, De proche en proche on consbtruit
une suite . eC(¥ v telle gue ‘¢ ; prolonge ‘£ . Ia fonction f, bien
géfinie par la ooﬁ&wwpod de prolonger chague ¢, est évidemment un
51ément de C({X) tel oue f=o sur ¥ et =1 sur ¥ . &

1.3, Egpaces topoloeigues fonctionnellement séparés

Désignons par (T) 1'algébre des fonctions complexes continues sur
l'espace topologigue F. On dit que T est fopctionnellement géparé
st séparé par €(T). De fecon évidente : .

lorsgu'il =
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(1.3.1) TROPCSITION. Pour gue T soit fonctionnellement séparé il
faut et il suffit aue, pour tout couple de compacts H et E
disioints de T, il existe urne fonetion fe€(T) telle gue
ogfgl, f=o sur H et f=1 sur K.

. CHAPITRE 2 : ESPACES CONPACTOLCGIQUES ET ALGERRES TOCALEMERT CONVEXES.

172.1. Le _spectre d'une algébre localement convexe,

Précisons immédiatement aue les mwmmwumm localement convexes dePJL
séas iel gont supposées, une foig pour toutes, ¢ommtatives, uni- .
taires, séparéez et 4 oroduit séparément continu. Pour wne telle
alrébre & con appelle caractére de A toute forme linéaire (complexe)
multiplicative nnitaire et continue, et 1'on désigne @mn,m%mp .
l'espace des caractéres de A, Dvidemment @mpuﬁwb. od A' est le dual
de 1l'ele A. Cn vz munir mn:v d'une shtructure compactologlque :

(1.3.2) CORCLTAIRE. Tout espace topolcgique fonctionnellement séparé
est régulier. Tout espace complétement régulier est fonec-
tionnellement géparéd.

1.4. Retour sur les foncteurs ¢ et Y.

Désismons par CR la catégorie des espaces compactologiques rémulier

:

et par IS celle des espaces topelogiques fonctlonnellement séparés,

, = . v s s m At . .
On va voir aus ¢ et ¥ opérent entre les catégories CR et €9 car : (7.1.1) LEF¥E. "oute pertie équicontinue faiblement compacte de A’

coune @AMV suivant une partie faiblement compacte.

rr——

(1.%.1) TRCITSITION. Si X est rémulier alors ck est fonctionnelle-

PREUVE., Seit £ une tell
est immadiat que ¥

ment sépard. 3i T est foncticnnellement séparé alors ¥7T est

partie éouicontinue et soit XK= mﬁme»u I
iblement fermée dans E puisgu'une limite
% oegt une forme lindaire multipliecative
unitaire, et aussi continue car H est éoviconbinue, doncun caractére.®

e
‘ . h
régulier

st
faible de caractdres de
PREUVT. Lile est évidente puisaue ¥{ck)=C(¥) et E(T)C C(¥T).

Dorénavant nous considérercns ¢ comme un fonecteur ¢ ! TR—=I3 et M.

(1.1.2) FRCPOSITICE. Tes parties équicontinues faiblement fermées
{ou faitlement compactes) de mﬁwu, munies de la topologie

faible a(A'",4), structurent mmmu en espace compactologigue
régulisr.

comme un foncteur ¥ : CS—s-CR. Il suit de 1& que 1'on peut intre-
duire les foncteurs c¢¥ et ¥e¢ et cbienir des morphismes évidents
cYTwmT ot ¥—=¥c X . La conséquence en est :

(1.4.2) TRCI CSTPICK. c¥cs=c et Ye¥=7 .

PREUVE. 11 guffit de voir cuse &m ) est rémulier. COr ceci est évident

i . nuilsque lz tepolosie #{L',i) est corplétement résulidre.
PREUIE, TOar on = les successions de morphismes :

e (Yo X)) =cY(cE)—>ck ot IT—>Te(YIT)=¥(cYT)~—=¥T. K 5.2

REVARCUR. T1 suit de 1& que si ¥ est régulier 1'espace ck est un
espace de Kelley fonctionnellement séperé dont la topologie est

. L'alpébre localement convexe d'un espace compactologique.

I'aigébre C(E) 4d'un espace compactolomigue % peut &tre aisément
topolomisée,. T1 est en effet tout indiqué de vlacer sur C(%) la
topologle de la conversence "compascte™ sur ¥, Le définition de C(%;
montre immédiatement gque C({X) est zinsi la limite projective, dans

la catégorie ETC, des alpdbres de Ranachk C{X) lorsque K décrit X .
Le fait que chaaue algébre C(¥) est une n.imwmmdﬁm commutative donne
l'existence sur C(X¥) d'une involution f-w»f et A'un systéme fonda~

gmbﬁmwgmmmaunsowamm=ﬁzwn mmwmmﬁxumnmpumm gdm :wm:a :w: amaf
* xeK

plus fine qu'une topologie complétement régulicre {d'aprée (1.2.2))
mais rien ne permet d'affirmer cue ck est complétement régulier.

Enfin on & le résultat, facile 2 vérifier en comparant les ensembl
mosmmﬁomuwv et Homg,(¥,¥1) :

(1.4.%) PROPCSITIOR. Le foncteur c¢ est adjoint a geuche au fencte
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WEEh, = IERy; . Autrement dit avec le langame de E.Michael (M2) et
R.¥.Brooks (RS}, (%) est une m-algébre multiplicativement locals-

ment convexe cormutative £t compléte.

(7.2.1} PRCTQSITICH. Soit X un espace compactolomioue. La topologie
de la conver—ence "compacte” sur ¥ feilt de C(X) upe x~zlgébre

multiplicativement leocalement convexe commutative et compléte

limite projective de O™ -algdbres commutatives.

%, Les théorémes de Gelfand.

.

Ainsi & toubt espsce compactologigue on associe un objet dual CIX)
qui est une alsebre localement convexe, et 3 btoute elgébre locale-

ment convexe £ un objet dual wnbu qui es® un espace compactologigue.

Tl importe donc deo comparer les espaces compactologiques ¥ et @omwv
et les aledbres L et Qmﬁbu.

Ta transformation de Dirac. 4 tout &lément x de X assoclons la
fonction x : C(E) =, définie par #(H)=f(x). L'application X
est 2videmment la transformation de Pirac. Alors

(2.2,1) PROPOSITICN, Pour tout xe¥Xon a wmwoﬁwu #t la transformée
_Qm Dirasc est un morphisme H}Iimommo de la catégorie €.

FREUVE. Déj4 X =2st Avidemment une forme linéaire multiplicative uni-

dmmummmHonmuw@mw%wiltmamﬁmmm%u mwoumuwxwmﬁman=oca@mow=,ob
a bien wwﬂxuljrwmmv ; donc X est un caractére de O(X)., Supposons
maintenant X, ——x dans un "compact" ¥ de L3 alors w» reste dans le
polaire V@ ol ¥, ={f, =Hmw%uuw, donc ¥ reste contenu dans le “compact’
q%wdwonmu de C{¥) ; de plus mﬁﬂwvairﬁmkv pour chague feC{X) donc

wwllvw QmﬂmHmzooEwmoﬁn qmﬂzwaﬂmu. m

{2.3.2) THSCREME. Scit X un espace compactologigque. Les assertions
suivantes sont équivslentes :
a) X est régulier.
b) La transformée de Dirac est injective.

¢) La transformée de Dirsc est un iscmerphisme de la catégo—

fie € (ou de la catégorie €R).

Cdp ot
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"PREUVE. 11 est clair que as=pb et que, d'sprés (2.1.2), cmdws, I1

i ——-

“peste & veolr ammc. Tour cela supposons E régulier et montrons

gqu'alors tout "compact" de wuﬂmu est imame 4d'un "compact" de X . Un
naonpact!” Ae @omwu est fixé par le donnée d'un "compact™ K de % et

‘dfun serlsire F>0 et est formé des caractéres u tels gue |u{f)iLM

si Iff,€1 . Cr, ¥ étant réaulier, le morphisme canonique 4'alpdbres -
: C(E)=—C(¥) 25t surjectif et ugkerj, vour tout carackére u pré-

gédent. Il suit de 12 cue chaque tel caractére u est en réaiits
Géfini per un caracihire u, de l'algibre C(¥), et comee K est compact,

Uy est en fait 1'image x d'un point xell, ce qul suffit pour voir

gu'on peut sunmezer M=l et démontrer 1l'ézalité anmawhmmu. tingi la
;

transformée de "irac est une bijection qui échange contintment (donc

bicontinfiment) les "compacts" de £ et ceux de @Omwv 3 ¢'est done

bien un isomorohisme de ls catérorie IR, E

Ta transformée =& Jelfand. Solt & une algébre locsalement convexe. La

-~

transformée de Telfand asscocie & tout a2&: la foncticon & 4&finie sur

mmwu par 5(uY=ulz). Alors :

(2.3.3) TRCECoInICY

Ppur tout 84 on A4 mmowmmu et la transformée

de Zelfand ezt un merrhisme biirommru d'alesbres localsment

converes.

PREUVE. Tour veoir mmo@mwv fixons un "compact" I de @hmu ; sl u —eu

dans H alors u;—=u dans l'elc ip done en perticullier uy (8)=sula)

et mmﬁwViivmmgv dten mmomﬁmu. Tl est clair cus 1z transformée de

felfand est un morphisme (unitaire) 4'alpébres =% il reste & véri-

fier sa continuité. Cr By w2 dans A sienifile encore a4 wsmdl wnifor-
rd ry 3 = ] r ~ ~
mément sur toubte partie éauicontinue de A’ done implique By w2
uniformément sur tout “compact™ de mnpu, soit &,—-a dans owmmU. ¥
On a va en (2,2.1) que 1l'alzdbre CQ(.) est assez particuliére, de
sorye qu'on ne paubt espérer l'existence d'un isomorphisme entre 4

et o@mmu gu'en imposant 4 A 4'8tre une x-algdbre pultiplicativement
localement convexe compléte, limite projective de c*-plgdbres
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commutatives, (n va volr que ces conditions sont exactement suffi-

sontes, c¢ gui Adonne une g2néraliseblion du théoréme classique de
Jelfand sur les uwlmwnmwwmm commutatives.
Led 4y THECRECL, Soit A une algébre loczlement convexe {commutative
unitaire,sénerde,.., ), munie d'une involution x et admet-

tart un svstidme fondsmental filtrant P de semi-normes p

conditions :

plxx®) = (nlx)) =,

vérifinnt, nour tous x»,ved, les

ofxy)g p{xio(y) et

Ylors lz transformetion de Gelfend réalise un isomorphisme

de 4 sur une scus-algsbre topclogloue partout dense de
l'alrénre compléte omﬂbv.

wm ) 11 faut et il

Pour que ce soit un isomorphisme

de £ sur guffit ou'en pilus A soit
)

DRSOV, uisirmons var ¥ la base de filtre formée des boules nmdmyv
seri-normes ned. Alors Y.7CV pour tout Ve¥, de sorte

assocides anux
que l'espace gemi-normé Ay est en fait une al=ébre semi-normée, ce

facilement de volr que l'esnace de Zanach w< (séparé-

complété .& 4.0 est une alpdbre de Banach commutative unitaire,

1'apnlication omnoww»ﬂm.gq : >|vad étant un morphisme d'algébres.
Ta econdition pixy )= mnmng implique la condition mmﬁvnﬁﬁxmv, donc
1tées1itéd 7=VF  ds sorte cue 1'involution x se transporte 4 1'alme-
nre L, et var continuité & llalgébrs Iy, hinsi %, est une C*-slpébre

commutative unitaire, vulsgus sz norme H.4
et 1'spplication My

déduite de p, vérifie

1o condition :mxx=uzx:m¢ »iivmq est un

T1 suit de 1& aue M¢ s'ide

l'aleébre Jm@:d

s¥-morphisne. ntifie, d'aprés le théorime

classique de Gelfsnd, o g est le spectre (com-
pact) de Aye

*xons VeV et déterminons Qy. Le mornnisme Ty 1 A——-ay donne var
transposition évidente une epplication iy : @c]l?@mbv, d'ailleurs
injective puisaue 2¢mbv est dense dans HQ. Or les enserbles <oDmA>V

forment une base de "compacts" de @mpv. Gela étanyt prouvons H_mmmwww

5.1,
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Qogwmbvﬁu.ﬂﬁwﬁ.v :

ou V est la ooule

51 ueQy alors, u dtant de norme 1, on a

w(Nch.

unité de M< et O le disgue unité du corps des

complaxes, denc u<mnum<o ; réciproguement tout caractére u de A tel

gue uevV® envois ¥ dsns A, donc par prolongement continu, ¥ dans A}

ce gui prouve :mqﬂam%v. Ainsi les ensembles mﬂ@mﬂv forment une vmmw

de "compeocts" de @AWV. 31 l'on remarque maintenant que sur nﬁWnSmnwd
la topole~ie (cormacte) est celle de I conversence .gimple sur »q,
on volt oue c'est zussi celle de la convergence simple sur :¢A;u
AomH.m est fcuicontinu dans le dual (& qv. et #qmpu est dense ﬂmﬁm

L

m<u. Tl suit de 13 cue J< est un isomorphlsme entre 1'espace ocsﬁmoa

®< et le "comoact® qeﬁdﬁﬁru de l'espace cormpactologlique @mbu, Hpmwwpi

fiant alors j.. une injecticn canonigue

“"sompacts” amnwmwu. 11 en résulte, de Hmnou

on voit que les compacts

@q forment uns hnse ¢

évidente, cues T

'sledbre cmm ) n'est autre gue la limite projective,
dans la catérorie 017 par exempls, des G -alzébres oaqu Autrement

N 5\
¥

&Mw.ummwu est icomerrhe & 1a limite wnrojecvive des algdbres rﬁ et

l'on reconneit dzne ce dernier esvpace le complété de 1l'elc &, ce

¥

o

cul termine ls démonstrestion., ¥

ooy TpTaAmE T o e
L OrADES YEQTURISTS o7

Espnaces vectoriels compastolosicu®s convexes.

n dntroduit maintenant une st ure vectorielle gur les esvaces

compactolosioues. L& convexité s'avé-an®t nécessaire pour toutes les

cuestions de dualité, on cholsit comme définition

TIPINIDION, On aprelle espace {vectoriel) compactologigue
convexe (ece) la donnéde A'un espace vectoriel X muni 4d'une

(3.1,1)

compraetologie X telle que :

»Y K admet un systéme fondemental de disgues ¥ dont la topo-
logie T, est locelerent convexe. R
5) Pour tout disque XeX 1'aprlicsticn (A, x)=—-»Ax de A& dans

7

I est continue.




e

¢) pour tous disques ¥ et ¥ de X il existe un disque LeX
tel gue H+KC I, l'azpplication (x,y)~s>x+y de HxK dane T
étant de plus continue.

.

En cholsissant évidemment comme morvhismes entre deux ecc les appii-
cations linéaires qui sont des morphismes compactologigques, on
I'étude nrécise de cette catégorie
1l'objet de la troisidme partie de ce travail. Zour 1'instant,
définir le dual 2% d'un scc X comme étant l'ev

obtient une catémorie EC. sera
remar-
guons que l'on peut
Aotg o (X,
"compacts" de X sont continues. Muni de la tomclorie de la conver-
ele nogwwmwv gous~espace

Ainsi

Y des formes linédaires sur ¥ dont les restrictions aux

gence "compacte" sur %, £ apparait comme un

ferné de 1'aleibre localement convexe compléte C(X).

(%.1.2) FRCPCIITION. Te dual %T d'un ecec ¥ est un ele séparé complet.

e qui améne imméd ia définition

diatement

(3.1.3) DEFINIVNICN. (n dit autun ecc X a5t répulier (dans la caté-
£CC) lorsou'il est séparé var son dual ¥t

crorie

31 % est un ecc régulier, l'espace compactolozioue gous-jacent est

évidemment régulier. Ia récinrogue est sénéralement fausse.

REMARNUR &té introduits nour lz premiére fois par

Jaelbroeck dans (42).

Ileg ace ont

La auestion » &t4 reprise récemment par le

méme auteur dans (J3) ol les ecc sont @wmawmm sous le nom de

"ch-gpaces”.

2. Les ecc réguliers et la dualité,

Désimnons var BOCR la catégorie des ecc régulier Un critére simple

de régularité est le suivant :

{(5.2.1) PROPOSITICN. Pour gue l'ece X soit. régulier il faut et 11°
suffit gqu'il existe sur X une topologle localement convexe
séparéde induisent sur chacue "compact™ K de X 1= topolosmie Ty -

FREUVE. 5i¥est ecc régulier la tonolomie séparée o{%,X™) convient.
Réciproquement =i T est une telle tovologie alors le dual (Ry)' est
contenu dans ¥ de sorte que ¥* sipare X. H

‘clest un sous-elc de 1llelc séparé et complet (

B

Les foncteurs ¥ et T. S1 E egt un ele séparé {dont la catégorie esh
notée ELCS), la donnée des disques compacts d4e E (qul forment bien
une famille filtrante cer 1l'enveloppe disquée de deux disguew com~
pacts de E compacte) définit un ecc, noté ¥B, ce qui .
ELCE——=ECCR, Si E est quasi-complet, on a-
sl E est un ece régulier, la topologle B(%)
rlus fine sur & rendant continmes toukes les

K décrit I, définit un elc séparé cXet 8 esi
un foncteur ECOR—=ELCS, D'silleurs, de méme qu'en {1.4), on peut

velr aisément les égalités €7e=C et ¥e¥-¥. Cn dira donc dans wmmmwﬂm
que l'elc E est un espace de Kelley (en tant qu'elce) lorsgue SiE=E.

est encore
introduit un foncteur ¥ :
¥E=¥E. Réciproguement
localement convexe la
injections Ke—=X , ol

Ta dualité. On a wvu aue le dual %XF d'un scc % est un ele complet,
Dualement le dual E' d'un ele T, muni de la compactologie dite waﬁwy
continue, ou les “compacts” sont les disgues équicontinug faiblement

sompacts, est en fait un ecc réguliler. Il convient de remarguer ieci
que le point de vue compactologique est bien différent du point de
vae bornologigue. En particulier ie dual (8'37¥de 17 manw_@mwucmwdmd
de méme que le b-bidual (¥! )t de E, mais ce n'est en général gqufun
Blailleurs le théoréme ds complétion de
Zrothendieck prouve ssséz que (E')Y* n'est autre gue le compldsé B
Mais ce résultat va se retrouver ici

soug—esnace de ce b-bidusal.

de E (comperer avec (I1.2.2.7)),
de fagen particuliérement simple et se compare aux théorémes de
Gelfand (2.3%.2) et (2.3.4).

(3.2.2) THEQOREF (Banach~Grothendieck-Waelbrosck)
a) Pour tout ecc régulier ¥ on a E=(xF),
b)) Pour tout elc séparéd ¥ on s Be(mO¥,
PREUVE. momoum.@nmmwu.. Les “"compacts" de @ sont les bipeclairesg K°°

dans 'Y des "cowpacis" K de % que 1'on peut choisir disqués, la régu-
larité de ¥ impliquant 1'inclusionXcY). Il suit de 1& que K°° est
l'adhérence de ¥ pour la topologie Qqcvwm ; mais ¥ &%apnt disqué eyp
compact pour Ty, est aussi compact doﬁanﬂqﬁ.w "), d'eolt les égalités
K=K°*® m¢NWs¢. Soit maintenasnt E un ele séparéd ; il est ¢lair que
)%, Mais le dual de
Am_uw coincide avec E' dfaprés la partie a) du théordme, ce mﬁp..
prouve, avec Hahn-Banach, la densité de E dans (Be)*. ®
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CHAPITRE 4 : ESPACES TOPCLOGIQUES ET ALGEBRRES COMPACTOLOGIQUES.

4.1, Aleébres compacitologiques convezes.

(#.1.1) DESFINITION. On appelle algébre compactologloue convexs
(ace) une algdbre commutative unitaire & munie d'une compac
tologie vectorielle convexe telle gue le produit de o soit

Y

un morphisme relativement 4 chaque wvariable.

1z spectre de & est 1'espace GA) des carachdres de & clesb-d-dire
des formes lindaires multiplicatives unitaires qui sont des morphis
mes compactologiques. On congidére G(A) comme une partie fermée du
dual topologisé A¥ de 1'ecc &, ce qui revient & placer sur G{A) 1a
topologle de la convergence "compschke® sur . Donc :

(4.1.2) PRCPOSITION, Te spectre G(A) d'une scck sst un espace
topologique complétement régulier, complet pour une struc—
ture uniforme compatible avee sa topelogie. )

4.2, L'ace ¥(T) des fonctions continues esur un espace Lopologioue T,

On ve munir 1'algébre €(7T) d'une structure compactologique., Cela
est pesgible en vertu du

(#4.2.1) LEMYE. Soit E ume partie équicontinue et simplement bornée
de B©(T). Alors l'enveloppe disquée simplement fermée °(E)
de H dans l'espace produit Qe est simplement compacte et

contenue dans CT(T).

PREUVE. C'est une conséquence facile du théoreme de Tychonov et de
propriétés des parties équiconbtinues. E

(4#.2.2) DEFINITION. Les disques équicontinus et simplement compact
de €(7) stucturent TAT) en acec réguliére.

Dang le cas ot T est un espace de Kelley, on peut introduire 1'ace
BTy d'une manidre plus clzassique selon
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(#.2.3) PROPCIITION. Soit T un espace topologique de Eelley. wwawﬁ
~oa a les égalités compactelogiques mmeuiaommeuuamdmu

EREUVE. On a déja 1'égalité algébrique C(T)=C(¥T) puisque T est
espace de Kelley et aussi 1'égalité ooE@@o&owom;mﬁm«amﬂwunwnmﬁeu
puisque C(¥T) est un elc complet. Un'compach® H de ‘€LT) &tant &
continu et simplement compact est aussi compact dans C(¥7T) car w.
H la topologie de 1la convergence simple et celle de la oabﬂmH@mﬁmw
compscte coincident. Réciproguement montrons que toub compact H mw
C(¥T) est un "compact” de €{T). Il est cleir que H est déja mHEvai
ment compact et il reste & prouver qu'ili esi nofwoaﬁﬁwﬁu. or C(¥T)
est la limite projective des espaces C(K) lorsque K déerit H.mummmwwm
des compacis de T. Il suit de 14 que les parties m% formées des
restrictions des fonctions de H sux compacts K de T sont compactes
dans C(K), donec équicontinues dans C(K) d'aprés la théoréme d'Ascoli.
Désignons, par abus de notation, par j l'application définie sur B
par t—s=% ol t est considéré comme un élément de 1'algébre nmnwmﬂwﬂw
C{H) j ainsi j : T==C(H). On sait que H est équicontinue si et seu-
lement si J est une application continue et c'est ce quion 4m.m.%m&mr

-

cher & démontrer maintenant. Les applications analogues Jg * N{.sw..aﬁmmu

sont continues puisque mw est équicontinue dans G(X), Par mHHHmﬂﬂW
la surjection continue oy : mel#mm définit de fagon évidente une
application continue m$ 1 oﬁmmvnleAmv et il est elair gus le

diagramme : .
T e G(H)
g
Ix
B e i Qnmmu

est commubatif, Cecl sisnifie que J a ses restrictions aux compacks
K de T guil sont continues, donc J est blen conbinue puisque T mmd
un espace de Xelley, ce qui achédve la démonstration. B

3. Les espaces compachtoicsiguement replefs.

On est maintenant tout naturellement amené & comparex les egpaceEs’
topologiques T et G¥(T). ivant d'aborder cetbe étude il convient de
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faire la différence entre les éléments ueG¥(T), que nous appellerocns
carachéres compactologiques de €{T) et les caractéres algébriques de
?(P), goni sont les formes linéaires multiplicatives unitaires et
dont 1l'ensemble sera désigné provisoirement par g€{T). Dans cet
ordre d'idées on a d&jd :

(4.%.1) LEMME 1. Soit ueg®(T) un caractére algébrique de €(T). Alors :
a) Pour toute fonction feC(T) on a :

1° mmwum@ s en particulier u{f)»rosi fpo.

2° u(f)=u(f)

3o u(fl)=lu() .

b} Pour btoute suite (f vst. de fonctions continues sur T,

il existe un point teT tel que ﬁﬁﬂﬂvuwuﬁﬁu pour tout npl .

PREOVE. Si f ne s'annule pas, la fenction 1/f est conbtinue sur T,
dtol il suit u{f)to. Si 1l'on avait nmwuﬁmmev, ia fonection g=f-u(f)
ne s'annulerait pas bien aue u{gl=c d'od 1°. On en tire gque u(f)
est réel lorsque f est réelle, d'od facilement 2° et 3°. Pour

prouver b) posons succeasivement :
_ L X )
) -1 -
mun_wﬁwic.nwﬂpu_ 3 h =2 mnc..vm.u. 3 WZ&MM S Wum by o -

Ylors ﬂmmﬁuuo et mmﬁmuno&omo cmwzu«o. De plus k est une fonetion

m..z

continue et ufk)=0 d'aprés a.l®, carlu{xlig pour tout N puisque

= N
He-leylI€2™". Toujours d'aprés a.1° il existe donc tET tel que k(t)=0,
de sorte gue mﬂﬁduuo_ soit précisément ﬁhw¢uuwundu, pour tout n, ¥

(4.%.2) LEMME 2, Soit u un caractére compactologique de “€(T). Soit
(£5);g7 wne famille équicontinue et gimplement bormée de

fonetions ﬁmmANeu telles que ;3o et zmmwuuc pour tout 1.

Alors Hm hoﬁnwwon f=Sup f; est continue et u(f)=0.
ieT

PREUVE. Remargucns d&ja gue, pour deux fonctlions continues I et g
telles que £20 ., g»o &b u(f)=ul(gl=c, la fonction

1
wamﬁwnw,muumnw+m+_wamqv

- est telle gue u{h)=o d'aprés le lemme 1 ; de plus il est facile de
~.yoir que, pour deux points t et %, de T,om a : o "
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B(8)-B(sa) < Hax [ 1E(E)=2(5a)1 5 18(8)-8(b ug

Ceei implique aue, pour toute partie finie J de I, la wowndwow

kumﬁwW <mﬂpwwm ﬁﬁmmv om&ma;o&mbaﬁmosmcowudﬁmwﬁﬂs Bonﬁwm
ie L

de continuité majors par le module de continuiteé

Ou.._u = H‘
W (to,t) Sup b, (8)-£, (o)l

de la famille 2quicontinue (f;); 1. T1 suit de 1d que.la fonctilon Hu.
gqui est d4finie sur T-pulsque la famille mwwuwmﬂ egt simplementd :

bornée et cui n'est sutre que lz limite simple des fonctions Ty _
lorsque J décrit l'ordonné filtrant des parties finles de I, a aussi
un module de continuité majoré par SHnwo..u. Bn particulier f est

continue et la famille wcHﬁmm de ia fonction f et des fonctions %Hw

est égquicontinus et simplement bornée. Comme u est nn caractere
compactologious, les cenditions ﬁﬁmuvao impliguent w(f)=o. E

(4.%,3) LENME 3. Soien%t u un caractere compactolooique de C(T) et
H un "compact" de G(T). Alors il existe un point tel tel.
que u(fy=f(t) pour toute feE. .

PREUVE. Te module de continuité de la fonction g=|f-u(f)l est majo-
ré par celui de f, de sorte qu'en remplagant X par 1'ensemble ﬂmmw.
fonctions g on obtient une partie éguicontinue de C(T) qui est
ausel simplement bornée,puisque u est borné sur H, et simplement
fermée (virification immédiste utilisant la compacité simple Qe me
Autrement dit on se raméne & supposer que les fonctions £ de H sont
telles que foet u(fl=o, et 1'on voit qu'il faut prouver (et cela
suffit) que, dans ces conditions, il existe un point €T ol s' annu~
lent toutes les fonetions £ de H. Or par le lemme 2, 1a fonction e

h=Supf est continue et telle que u{h)=0, donc il existe, @,mwumm Ie
feH
lemme 1, un point tE€T annulant h, ce qui entratine bien F(L)=0 voﬁﬁw

toutes leg fonections £ de H. B
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La transformetion de Dirac. Pour tout espace topclogigque T, désignons
pour simplifier par T 1respace topologlaue (complétement régnlier)

T_Ge(T). A tout point tel associons la fonction &, définie sur €(D)

par T(£)=£(t). Il est clair que & est un caractére compactologique

de ¥(T). L'application J : fowst de T dans T est la transformation
de Dirac.

(4.%.4) THECREVE.
a) La transformation de Dirac J est une application continue

-

de T dans 7 dont lt'image JT est partout dense dans 7.
b) Tour que J solt injective il faut et il suffit que T

soit foncticnnellement séparé.

¢} Pour oue J soit un homéomorphisme de T sur le sous-espace

nnrtout dense jT de m. il faut et il suffit que 7 goit complé-

tement réculier.

PREUVE. Si t,—at dans T alors, pour tout "compact" H de (7} on =

~ » 3 4 x L3 £ s
Ty =t uniformément sur ¥ puiscue H est équicontinu, donc j est bien

—

continue, La densité de jT dans
lemme 3, d'ol l'assertion a). L'assertion b} est évidente, de méme
que la condition nécessaire de l'asserition ¢),. Supposcns meintenant
T complétement régulier, donc fonctionnellement séparé, et identi-
fions le au sous-espace partout dense JT de 7. La ﬂowowomum propre
de T est a prieri plus fine que celle induite par 7 (car 5 est con-
tinue), malg elle est aussi moins fine car ce n'est autre que la
topologie de la coamvergence simple sur %(7T), évidemment moins fine
que celle de laz convergence "compacte". K

est une conséguence évidente du

Cas des espaces complétement répuliers., Avant de donner les proprié—
tés de T et T lorsque T est complétement régulier, remarquons gue la
théorie exposée lei est, sur beauncoup de points, analogue 3 la
théorie des espaces "realcompact™ (ou Q-espaces) de Hewitt (HI1)
telle gqu'on peut aussi la trouver dans Sillman-Jerison (Gl), 3 cela
prés quion passe icl des fonctions réelles aux fonctions complexes
mais c'est sans imporbance. Rappelons sommairement qu'd tout espace
complétement régulier T on associe 1'espace topologique complétement
régulier VT (lire upsilon), qui est l'espace g8(T) des caractéres

algébriques de C(T) muni de la topologie de la convergence simple

sur ¥(T), tandis que le compactifié Stone~Gech o
préter comme 1'espace des caractéres de 1'slgdbre de Banach CT(T)

sont 1
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de T peut s'interw:

des fonebtions continues et bornées sur T. Les principaux résultats

At

a) »T est un sous-espace topoleogique (partout dense) de T,
complet pour le structure uniforme de lz nouqmﬂmmuQm mHE@Hm
sur 6Ly, :
b} T s'identifie, par l'intermédiaire de la ¥ransformetion
de Tirase, & un sous-espace topologiocue partout dense de vl 3
autrement dit o7 apparait comme le compléké de T pour la.
structure uniforme de la conversgence simple sur €(F)., Cn

W
écrira TCwECT.

¢) ILeg-2lgébres €(7) et ¥(VT) sont alsébriguement isomorphes

et les slpdbres de Banach C™(T) et <™(07) sont isométriques,

L ce qui implicue les égalités (ou iscmorphismes) topologiques:

ploD)=oT et () =F

' d) Les espaces T {complétement réguliers} tels cue T=vT sont

dits (-espeaces par Hewltt et "realcompact spaces”™ par
Gillman-Jerison, Utilisons la terminologle de Bourbakl

(5 &4 ex,17 p.85) en disant qu'un tel espace esb 1mcwma
Tout espace de Tindelof est replet. .

e) L'aspace vT et 1'application J : T-—»VT constituent la
solution du probléme universel des spplications continues de
T dans des espaces replets quelcongues. On dire done, tou-~
jours en suivant Fourbaki, gue »wT est la répiétion de T.

Cela étant, on =, en supposant toujours T complétement régulier :

(4.3.5)

THECREN =,
a) T s'identifie, par l'intermédiaire de lz transformation

de Dirac, & un sous-espace dense de mu de sorbe que F appa~.
rait comme le complété de T pour la structure uniforme de
la convergence “compacte” sur €(T). En partieulisr, pour

i1 faut et 11 suffit que T soit complet pour cette

que =T
structure uniforme.

b) Ies algebres €(T) et €(T) sont compactologigquement iso-

morphes et les algdbres de Banach C™(T) et ®(®). sont iso-
métriques. On a donc les égalités topologiques : E
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o . (4.3, 3
o{TY=v(0 ) =0T

(FY =Gory F

bl

(T =

c) L'espace ftopologique

]

e

T est un sous—espace topologique
el

Aomwﬁocw dense) de 071, Qoao aussi de T, En particulier tou

egpace replet vérifis P=Taul,

i~

PREUVE. L'assertion a) provient de (4.3.4) et du fait cue 7 est

complet pour 12 stucture wniforme considérée (d'sprés (4.1.1) et
(#.1.2)). La transformetion de Dirac j 6|me, identifiée 2 une
injection canonigque, donne immédiatement un morphisme compactologl

que de restriction o : C(F)—=C(T). On définit 1'application PHETIVE,
g2 BT)~=»B(T) par (p£)(u)=ulr) ; pour tout “compact" A de €Ty, b), c'es
on &, pour fei et c.<mm t continue
i se prolo
H(pE) ()~(p0) ()| = 1(u-v) (2] § dg(u,v) i
ou dy est précisément un écart de la structure uniforme de T, de four tou
réplétic

oy =
-~

e

EBRCPCETTTON, Scit T un espace ceomplétement régulier,
a) L'esnace T est c-replet. . .
b) Toute spnlication continue g de T dans un espace c-replet

o~

G
J) est solubtion du problédme universel

@

= *

e .
posséde un unique prolongement continu Tem=S 3 aubre-—

x_.u

Ny

ment dit le couple
des apnlications continues de 7 dans les aspaces c-replets, .
¢) Deux espaces o-revlets sont homéomornhes si et seunlement

si leurs aledbres de fonctions continusz sont compastologi~

auement lsomornhes.

"

Zas regsertions a) et o) sont évidentog, fuant A llassertion
t une ~onsdquence du fait oluz =éndrsl cue fonte annlicadion
o 1 T—e3, 00 I est ssulement sunposd complitement rieulier,
ncs &2 fagon urisus en une arriicstien continue T Tsed, E
~
t esnace complébtement régulier T, on 4irzs gue T est is
n com~r ctolosioue {ou e-réplétion. je 7,

sorte que gaH est équicontinu dans mxav comme @H est aussi simplew
ment borné dans €F) (car (pr)(ulen(d) pour toute feH, et que 1'apw-
plication § est simplement continue sur H), on voit que v est un
morphisme compactologique. Enfin lew anmpTHvAdv mﬁﬁvmﬁv “H(r)=f (4
et o =1 puisque, pour wmﬁxau, les fonctions ?xw et ¥ sont deux PIO-
longements continus de 1z fonction wuﬂwmmxe
donc de la densité de T dans T, 1'igomorphisme com—
andowomwoﬂm de €(T) sur ¥(T), et si 1l'on remarque que le prolon-
gement wumw d'une fonction fe€(T) est tel que T(M)=f{T) d'apres

(#.3.1), on obtient i'isométrie des algdbres de Banach (1) et T
Le reste du théoréme est une conséquence évidente de ce qui vient
d'&tre dit. ¥

~

{4.3,8)

le résultat provient

3
On & ainsi 433

PREUVS.

renlet.

REVARGUE. L'assertion a) est & rapprocher & la fois éu théoréme
(3.2.2.D) relatif aux elc et du théordme {2.3.4) relatif aux
#-algdbres multiplicativement localement convexes.

Temre eyemnls

et l'hypothése sur

d'egpnces c-ranlets, citon:

MUEETRT L,

2Y Zout espace renlst est a-replet.

©) Teout egpace nerscompact esh c-reniat.

2Y Jeiv T un esnace de Fellev comnlitement réguller. =
sunpose oue 1'sle comwlet 20300, oul n'sst autre cue 1'esvnace
M) rmni de 1= tornoleogie de la conver-snce compzote sup Ty
est un elc de ¥ellew, Alorse T &st un esnace c-replet.

d) Tes =mgpages c-revlets sont exactement les spectres (k)
des alrébres compactolomiques convexes .

i'assertion =7 est Avidende osr Te Tcy’=T lorsrue T esk
Démontrons ¢) : on ssit déja, avee {4,2.3), que B(TI=¥I(FT)

C{¥T) monvre que mumﬂonqev est un ensemble égal

- m,@omﬂav. Or ¥7 est un espace compactologique régulier d'apres -
Les espaces compactolopiquement replets (c-replets). Pour poursuiv (1.4,1), done, A'aprés (2.%.20), @Qmwau siidentifie avee ITT. Fn

.
H

l'analogie avec la théoris de Hewitt, introduisons la définition

(4.3, mu DEPIFIPION, Un espace complétement régulier T est dit com- suppose

pactologiquement replet (c—-replst) lorsgue 7.,

résumé T %

de prouver gue tout espace T=G(R) est c-replesb.
ment régulier et i1 est cormplet pour la structure uniforme U de 1a

~
=
A

quement észux puisque T est
rons 4) il suffit pour cela

Lo

Déja T est ooﬁvwmﬁm¥

done topolori
Démontr

gont émanx,

+

complatement rézulier.




-

convergence "compacte" sur A. vomomm =Lem ;3 11 existe un morphism
compactologioue nqummdcfrsi?Lwﬁmzu peut ne pas 8tre injectif ai &

n'tegt pas séparée par son gspace de caractéres G(k)), ce gqui nprouve

que sur 7 la structure uniforme U de 1a convergence "compacte" sur 3

¥ais WUet U sont
ia tovolowie de T {car T est sous-sspa

A=€(T) est plus fine cus la structure uniforme U,
toutes deux compatibles avec
de T),
aussi ﬁosd.m. c'est-d-dire gu'il est c-r
Soit 7

complétement réculier) et soit ue® ; nour prouver L'égalitée 7= @ il
sulfit, comme on 1'a vu au début de 1z dimonstration de (4.3.3),
montrer cu'il existe un point teT tel que la condition "fyoet zmwv
implique F(t)=c (pour fe¥(T) bien entendu). Raisonnons par 1'absurde
,‘zbm fonction £ e€(T) tell

et T est complet pour U, ce qui impligue qu'il est comrlet
3.5.8),

711 est donc mwuw

eplet d'anrés (4.

Démontrons enfin b), un espace paracompact

en supposant qu'il existe, wour tout e
que f.>0, u(f)=0 =t wﬁnwuvnu. Ti existe slers, pour btout teT, un

voisinage cuvert U, 2e © tel que Wﬂmmuvﬁu vour tout selli. Puisque

T est paracompasct il existe un recouvrement ouvert localement fini
Y. . & T s s ,
@cpume plug fin que le recouvrement ocuversH mrdem@. Seit deemt{1)

une fonction de I dans T telle que Ewnpdwﬁhv pour tout i ; poscns

B3=fyeiyy de sorte aue 2, €C(T), g;»o, uls;d=o et g, (s)>0pour

tout sew, . 30it maintenant mAWuHmH une partition conbinue de 1'unité

subordonnée au recouvrement (3, Dogons =0, (o, ol n.
{ vme sons £itp, Aol bipoet

cﬁwwvuo. Ie recouvrement ouvers Qmwu Atant loealement fini, il est

facile de voir que la famille m:.v est équicontinue et simplemen

Posons h=3uph, ; on sait 2'aprés (4.3.%) gue -

ieT *
est continue et telle que ulh)=0. Montrons enfin la contradiction
en prouvant que i’on a h{t)> o pour tout te® ; en effet, pour t

fixé dans 7, il existe un indice iel tel cus AWmduV o, car MH
Hm4

car le support de Y, est contenu dans W,

bornée dans B(T).

N

d'ol nécessairement tew,,
et bt} 2, (D)¢, (E)> 0.

(4,3.9}) CORCLLAIRE. Tout espace discre: est c-renlet. Tout espace
_BdeHmmUHo est c-replet.

et e

régulier et weierstrassien,
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REMARCUES, .

Soue 1. Pour le casz des espsaces paracompachts, le théoréme
nrécise un résultat cité par Fourbaki (B4 §4 Ex.19 p.102)
gelon leguel LHout espace paracompact est complet pour sz
structure uniforme universelle {(ef 3% Y1l %Ex.5 p.21).

Bgue i, T'épelité GCG(A)=GLA) pour toute =2ce &, obtenue par
le théoréme, et 1'Amalité Csr(T)=C{T) ds (4.5.5.b), démon=-
trée —our tout espace compldétement rérpuller mails valable
montrent gue % et ¥ sont en réalité

fans le cag rénéral,
des foneteurs contraveriants de Ydualitée® (entre des cabé-
sorise faciles & mettTe an pluce) tels aque €GE-T et GEG=G.
Rque . I1 existe des espaces complétement réguliers T qui
. I

ne gont pas c-replets. Tour en obtenir des exemples, rappe—
lens ~u'un espace topologique T est 1it yeierstrassien dansg
la terminolorie de Tourbalki (B4 §1 Ex.27 p.27) ou pseudo-

Gillmen-Jerison (Gl 1.4) lorscue soute

compact dans celle de
Fonction fel(™) est bornée, ITespace ¥ des ordinaux sbricte-
ment inférieurs zu premier ordinal non dénombrable, rmuni de

la tornolopie d'orire, est par exemple un espace localement

compact, normal, welerstrassien et non compact. Alors :

(4.%.10) TROFUGIDICY. Joit T un espocs complétement régulier weierw
st W

_mﬁummmwmm non compacht. Llors 1 n'sst pas c-replet et T=vT=T.

o~

SC(TY i1 est elair que T est aussi complétenment

“omme T est complet nour une structure

PREUVE. ™uiscue E(T)

yniforme compatible avec sa topolopie, e gu'un espace complétement
régulier welerstrassien eat précompach docH dcﬁwm telle structure

Pl . . ~ . v
uniforme, on vois que T est compact. sinsi =(TY =T, Enfin T=v7
puisque E(TY=07(T).

les questions de stabllité relatives aux espaces c-replets sont
résoiues par

11) PRODPCSITION,
*mu Taut sous—espace fermé d'un espace c-replet est o:HmUHmd.

b) Pout prodult 4'espaces c-replets est c-replet.
e} Toute limite projective topologique m_mmﬁmOmm olwdemwm

est un espace c-replet.




e
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FPRECVE, Démontrons &) 1 Solt ™ fermé dans un espace ¥ c-replet.
ZLlespace T est A8J2 compliétement régulier. Soit 1 1 T—aX lt'inject
cenonigue. #lle 4

gigue €I w—apt(™

étermine prr fransvosition un morphisme compactolg
. 11 s'ensult que sur T ls structure uniforme ﬁw
induite par celle de la convergence "compecte” sur €(T) est plus fi
que la structure uniforme U induite pzr celle des 1a convergence
"compacte™ sur (). Zorme toutes deux son® compatibles avec la .
wo@owo?wm de T, et comme T est complet pour U (ezr T est forrd dans
Y et X=7 est cemplet pour W),

Démontrons main

il est complet pour W, done c-replet.

*enant b), d¢'od découlera aussitdt o). Soit Tal me
i

oid chague T, =3t c-replet. Déji T est complétement régulier.

i

Chaque projesction ommowwnsm Py ot ailtﬁw ge prolonge en une apnliie

cation continu- ﬂw : tl*rh, sorte gu'il existe urne application .
= P=P. pour tout i€T, Cn en déduit

i i
J est 1'injection T—esl) wch par
o= =1, d'od 1'arelité n-T, ¥

immédistenment 1'dorlitsd

'?Til

m
continue ¥ : TeewT telle nm ol
5é

dznsité de T dmng T, w_mmm

(4#.3.22) ZCRCIZAIRE. Jolt ¥ un espace topologioue séparé et soit
(1)

jeT une famille de sous-espaces c-replets de ¥, (. sup~-
vase lz femille T non vide. Llors 1'espace 7= .a egt

ied
c~Teplat,

PEEUVE. I1 est facile de virifier gue 7, muni de la topologie induil

par X, est en fait la limite prcjective des espaces @H. ¥

naue 1. On pourra comparer ces résulitats avec les résultat
analogues de Gillman-Jerdison (&1 £.9, 8,10 et £.11) rslsti
anx espaces repleis.

gaoue . Soit R le corps des réels. 51 I est un ensemble no
dénombrable, on sait (voir par exemple JSourbaki (B4 &4 Ex.
ou Stone (54)) que 1'espace produil RT niest pas normal. o
cbtient donc 13 encore un espace c-~replet non normal.

Du ecdté des limites induetives il n'y 2 pas de résulitat sénéral.
Citons néanmoins la proposition suivante, qui n'a pas d'analocue
dans la théorie de Hewitt des espaces replets

5l

(4.3,13) PRCICSITION. Soit mB v

¢ vne famille non vide d7sspaces.

complitement réguliers.

T=} 7y
igI *

dont 1a c-péplétion T s'identifie & la somme tepologique

o~

des c-réplétions T, des espaces T;. En particulier, une

Llors leur somme topologique
est un espace topologigue complétement régulier

| SOMINe

wopolosigue d'espaces c-replets sst c-repléte.

est un espace géparé, et il est ccmplétement régulier,
fet ¢l F est un fermé de T et si xgF,
G

alors 11 existe un 'indiece

ue x€7, et une fonction continue f, sar T, telle que wwmxvuw

et fy=0 sur iz fermé nT; de T, ; en prolongeant wH par o en dehors
de a on ¢btisnt une fonction continue f sur T telle que £(x)=1 et
f=o sur ¥. Dészignons maintenant par 95 lfinjeetion canonique +Ml|?@
qui se prolonze en une application continue aw : mwrivﬂa ce gui

Ead Ll
permet de construire une application continue @ H M awtlva rendant

commutatif le diagramme

o
:
)

Cn ve prouver que 9 est un homéomorphisme, ce gui démontrera lsa

proposition. I'application 4. est définie par 1'égalit

!

thQMUAwwuﬁ _ ) pour tout u, ma et toute fe€(T), ce gui prouve
Ty
que zhague §. est

injsctive cer l'epplication wal?mrw.mmd une sufe.

jection de €(T) sur dme»v. Te plus 1'égalité mMamwuummnﬁuw pour

xwmmw et cmmmw implique nécessairement i=j {et par conséquent mwn.;
o d -
car, en désignant par 1, la fonction carzctéristique de T, (qui esh

bien continue sur T} on a u; (1 _e J=l=u, Apuﬂeuv dene wﬁpeu+c v% 1=3;

~t

Linsi g est injective,




-5 B

de cardinal®, et une mesure positive dénombrablement additive w«mmh
la trivu T de toutes les parties de T, ne prenant @ﬂw les <mHmﬁHm
o et l, et telle que ju(T)=1 mdgrm*dwv =0 pour bout teT. Or ignore
8'il existe ou non des cardirnaux mesurables et il semble probable ghe
1'axiome d'existence d'un tel cardinal puisse &tre rajouté a la .
théorie des ensembles sans contradiction. Diailleurs tout cardinal
mesurable est fortement inaccessible, de sorie gue 1a guestion est .
liée (sans 8tre identique) & l'existence de cardinaux fortement
inaccessibles. Za liaison avec la théorie présentée ici ='amorce

evec la propesition suivante :

~

Montrons maintenant que q est surjective, Four cela fixons ue?.

Pour toute fg€(T) la famille des fonciions £y= Mﬂwww est manifeste
ied

ment équicontinue et simplement bornés lorsque J dacrit lfensemble

des parties finies de I. De plus £=3_ f1, est la limite simple des
ier -~

fonctions f,, %= sorte que ﬂmeuMH“smmwwu. % particulier nour =1

L&

on a HuMHHsAw@J. ce aui impiique 1'existence d'un indice iel tel

Sealités mmw Y=1 et :«H Yo

0‘-

que cmwwu%o. A'o nécesgsalrement les

pour d#i. sutrement dit il existe un indice ieI tel que smﬁuuarww v

(4.3.14) PROPCSITION. Soit T un espace complitement régulier tel

pour toute Zg¥{T). Désienons maintenant, pour toute whdea»u. par que cardT soit non mesurable. sleors Twen®,

mw la fonction continue sur 7 cbfenue en prolonegeant ww par 1 en

dehors de mw ; 11 est clair que lorsque H. déerit un "compact” de

FREUVE. Posons Timcard? et A =cardl. On peut surposer M infini
{sinon T=T=zvP=") de sorte gue le cardinal de T(7) est inférieur

ou égal A m.xcqﬁm donc & wﬂm puisque XMW= . Alors card®g 2% ot

dxewu, iz fonction w déerit un “"ecompact" de C[T), ce gui permet de

S ~

. i ) e : ar suite card? est aussi non mesurable. Cr ® eat un espace compli-
montrer ~ue 1'ooniication w*ttvﬁmw.unﬁmwuHﬁv £8% en realité un carac ® o L P )
< + - ; tement répulier complet pour une struchture uniforme compatible avec

- Ie! - ) . . ~ : - ” N
tére compactole-igue u, mr.. Comme on a donc cﬁmulzwﬁﬁwwv oour toute sa topologie ; l'hypothese sur cardT garantit done, par un théoréme

s 3 - - ~
profond de Shirota (32) (voir sussi (G1) th.13.20), gque T est un

espace replet. ¥

’ * I land h ~t
(T, on voit que précisément cnanchw ¢2 rul prouve gue g est

- ~

surjective., I1 reste & voir cue ¢ est un homécomorphisme. Dire que

(#.3.15) THECREFE, Pour qu'il existe un espace complétement régulier
T tel que T+0T i1 faubt et il suffit gu'il existe un cardinal

= 3 7 2 v pd " 3 2 ’
u -—-w1 dans T lorsaue = décrit un ensemble ordonné 4, c'est exacte~

ment dire, d'anrés (4.3.5.c), que w ({)=—sul{f) nour chague fe¥(T) ;
- . e megurable,
on peut supnoser u= .hms Y pour un indices i fiwéd et un caractire

- -
EIEUVE. 21 T4vT zlors card? est mesurable 4'aprés la proposition.

Réciproguement zi M est un cardinal mesurable, toub espace discret

nt . . s I .
cwmaw* de sorte aque ¥ Auwvti?H. ce gui imnlique nécessairemen

W (1, )=1 pour a3, et prouve en méme temps que W est 1'imarme
1 o ~ Q T de cardinal m est c-replet d'aprés (#.3.¢) et n'est pas replet

Ll o - F, b

a; (@) d'un caractére u,eT, . Comme uy(f}y u >y mﬁdeyu pour toute d'aprés Gillman-Jerison (Gl 12.2), donc T=Tso?, I

wmdxau, on a sussi Aﬁ Y=u, (£.) pour wocwm f. Qmma ), autrement

On volt maintenant mieux en quoi la notion d'espace c~replet, cuoique

e

dit w |Ifc dans T, donc aussi Wl —mi,

2ns la somme m. ce -qui
i i i i 4 1 MH it a

moing simple 2 prieri que celle d'espace replet, peub apparaitre
termine la démonstration., ¥ comme plus naturslle et moins pathologigue. Cn pourra s'en convaincre
en rappelant par exemple les résultats sur la paracompacité et les
somme s topologiques, et en comparant le corollaire (4.3.9) aux

théorémes 12.2 et 15.24 de Gillman-Jerison (Gl).

Comparalson entre réplétion et c-réplation. Pour les besoins de
cette comparaiscn rappelons qu'un cardinal ¥ est dit mesurable
(voir par exemple {G1) Ch.12) lorsou'il existe un espace discret T

SEEEET

S B o
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INTRCHCSPT

Jane cette treizidme vparties neus revenons 2 1'4tude, esculssée dang
1o seconds parsi

especes vectoriels compactolomignes converes
zit de fagon 33mﬁ¢ocj nlus
reme de Auslité 4=

e, g
mets 1ei 1z travail se "eatégorig
snach-Trothendieck-

Iy aui dntroiu’t naturellement las alc uosjdmra d7ns le

£ »renisr chopitre Ztudie 1o catégorie B deg especes de
vec =orphismes de boules et gz duale, 1z

catigorie U des =snaces de 'aelbroeck (notés ¥ d sered. Fm f2i4 nou

renrenons, tout an débub, une partie des résultats de Jaslbroeck

concernant las "ual Zanach balls" (42 et ¥3) en les dAéwontrant

guzlaoue nen différemmant. T Jjeu des Omnbﬂoﬁwmm dusles B et W nerme

e ¢
et L(X,Ylel, aui difinissent en rvéalit m amm bifoncteurs I : WiB—sB
- ceg bifoncteurs "fondamentaux" sont zssociés Raux
types d'adionction 4e foncteurs, soneld T-2djonction +t <L-adjonetio
zuxauels on rattrehe des propriédtés de comnutation qul semblent rnou-
velles. Za dualité 2réne ensuite aux r~roduifss tensoriels m et &
sspacesg de Zaznach, ainsi 3 B
ces de Jaelbroeck, ao:n les propridtéc zont sssantiellement déduites
des proprifiés de comnutstion précitées. TL en résulbe encore 1'intd
duction J'zrvlications particulisres Hilwm.
.

i dites nucléaires, et
LY, dites int

égrales, gul 3ifférent légérement des applicetions
tégrales définies per Srothendisck dans (G3). 0n a

nucléaires et in
en effet ici le souci de respecher lz nsturs

{#1l¢ ou ecc) des espac
gul interviennent, Pn perticulier nous montrons 1s synétrie perfaite
des propriétés d= ces roplications. Enfin un dernier paragranhe
reprend le probléme clessigue d'apnroximation en 1! interprétant
fonctoriellement. Mous dopnons une condition de commute 2tion, en
avparence plus faible que celles rencontries jusgu’ fei,
posséde la propriété 4Al'apnroximetion.

Te second nwmﬁwﬁﬂm est consacré

pour au'un
espace de Danach

l'é%ude de ia cetéigorie EIOT des
ele complets (notés sncere I, Y....) ot de sa duale, Iz catégorie
ki 7

ainsi cu's des produits tensoriels % et B d'esps

-

ELOR doz ece

zant on est zmané
sont exsminées en

B
Hy
n
fe
42

».2uliers {notén X, ﬁm u.../.. 7
Teller, et leu

dz ot ket le plus surprensnt se

Zz reparler dez =2lc de
détail. Te
dtele da ¥

el
méme un predui~ Ae deux espaces topologigues de Telley peut ne ﬂmmh

3

tle #tre gue tout prodult
le~ complets 2% in elc de Felley, ~lors qu'on salt gue
Btre un esnace s ¥elley, Tne remargus curlisuse termine ce paragrs--

i lg m&me J4iffs-
lelley et entre espa-

5 3% 3 o - 4 Pran RPN
phe en meonftrant ou'll exist?, somregirsment oorlent,

rance entre £i~

ces bopolo~imus s ley) replets ou

c~renlets.

Ta guite Sy or -ibre hroite fes bifencreur: ferdamentaux I et £
congtruits ¢ - =ftir de limiveae nrejectives i'esraces de Zanach 2t de
limites iniuet ves ATesnaces de Jaelbroec:, “n obtient, de ~fme y2fau
apemier cheniv: -, lsa orodults tensoriels % et & i'sle complats =%
mmm produits tomsericls & n~h dlece »aulisrs. .es ncticns d'eppli-
cotion nucléai »» X—w¥ af A'opolication in®iercie -l 5o déragent
de 12 mére freo, an respsonont le nmﬁanwnwm mropre 4es FSpaces fae-
teurs. Il ezt -answovsble cus llesnace TOOELYY Urpesp Lﬂ:mwﬁwa dasg
~nnlicatinng m .21 aires de & Aens ¥V “mezn @ dro anplicstions inke—
WFWLBm de Y deor @x goit muri d'une ¢lc complet mwmmﬂ :

Aucktics fe nohicnsg gemblables meour
ma d'un ele dzns un mutre {(ou 4'un ecc régulier fans
. TJetts lacune est .comblée ner le définitieon 47spnlications
+ Alapplications intécrentes de ¥ dans V. Une avnolication
{resp : inté~-r=nia? Hmuwmmmq ~our toub
A 7 mwpswf un morphizme LOE, el (%,7) {(resp : un
1iam hHw.wvll?uw .M ¥ais de rdme -~uz les sspacss vechoriels
Ie! 1 +o A
4= =ornhisnes rne sont nFs BLCC ou objets de
ielle sur las

or
dtapplicaticns

est Aite nuclésnt

zEpucturds en a@mnﬂn

{"7CR, on ne nlvee aucune shructure aut tue vect
s

[
@

espreces ¢'applications nucléantes ou les espac
n

intarpantes. (2 donne enfin ~u i&pie intéreg=rutes de
ces anplicaticons 2t L'on =xzmine 2nt lzur incidence sur le
nroblime de 1'-mmroximation 2insi que sur le thiorie des esnaces
nucléaires. “n particulier ncus montrons gu'un aspace complet ¥ est
nuclésire i =2t seulement zi 1'applicaticn identigue wm gt soit
nueléante soit intérrante.




1.1. La catieerie B desg egnaces de Banach.

.

"

CHAPITRE 1 : LA DUALTTE ENTRE ESPACES DE RANACH ET ESPACES DE E,ﬁm.wwwomow.

mes. Ies objets de B sont les couples {(X,A) formé

Chiets et mornhis
d'un esnace de RPanach X et de sa boule unité {fermée) A. Les worphi
meg u : (¥, &)= (¥, B) sont les spolicaticns lirnéaires de ¥ dans ¥

telles cue (/)€ B, iutrement dit 1'ensemble Tlom?I,Y) sst exactement
1a boule unité de l'espace de Banach des zpplicetions linéaires cot
tinues de X dzns Y. Il est donc netursl de congidédrer sur Eo .
ls structure disgude 2ssociée. Ainsi, vour deux morchismes u,v “Mif.
et pour deux secalaires A 2t p tels que [Al+ips ), on dAfinit le .
norphlsze pmﬁtd s ¥—a»Y, On apergoit aun'avec c¢e cholx des ﬂowdwwmaw

iz cstbézorie [0 n'est nas additive ; mals on ge rendra compte dans
12 suite oue 1a struchkurs disguée de Fon{¥,¥Y) offre des aven'ages
comparables & ceux A'une structure da groupe abilien.

EYENPLE. 3o0it T un sous-ev fzrmé d'un espace de Banceh L. Il est

clair que l'injection canonique H—sX ¢t la surjection canoni-ue
Te=Y /T sont des morphismes de laz catéporie .

of

Zme

Fonomorohismes. zpimorphi S,
1'objet nul, notéd C, érzl 2 1'e

1ité usv est fouivalente & 1'éealité zfu-vi=z. W'e¢?, somme dans un
catégorie sbélienne, un morphisme u : I—»V 2t un monomovphisme

(03]

Tsomorhism=s, I1s catérorie £ adne
5 0

pace (o). Jonec, dems Von/X,7y, 1!
.

(resp : un épimorphisme) lorsgue , vour tout morphisme v : F—mX
(resp : v : Y—=2) la condition uv=o {(resn : vu=c) est équivslente

& la condition v=o. {n %tire de la sisément :

(1.,1.1) TROPCSITICKE. Pour qu'un morphisme u : Yee»¥ s0it un 3cmo:,

morphisme (resp : un épimorphisme) il faut et 1l suffit ¢

soit injectif (resp : oue lo sous-z2spece u{X) scoit dense
dans Y). Pour que u soit un isomcrphisme il faut et il su
cue ¢e soit une isométris surjective.

—57m

REARCUT

43 U=, Ici apparaft tout 1'intérst de ce choix des morphismes. En
effet deux espaces de Ranach isomorphes dans B sourront &tre mwmmh.
briguement confondus avec identificetion de leurs normes. Ainsi
chague foig ¢gue nous construirons un espace de Banach ¥ mmwwnwow.
un isomorphisre nrés comme solution 4'un problime 5bM¢mMmmH wm.ww.
catégoriz I3, nous serons siirs que ¥, ainsi que ssz

neront ==n normne, se détermi-

cucune ambiruité.

Y ~ " 7
=0F¥2M. Zonovru. Imspe. Zoimece., Tout morphisme de Bu : X

! XV zdmet
un neyau etun . immédi bt o
¥ conoyau. I1 egt imméddiat cue Ceru 2zt llinjection eano-

. -1
nique w (o)== et Cokeru lz suriechion ~ans=isue ¥ o on

peut Aéfinir ilimere et 1a coimace de u par :

Imu=Fer(Cokeru) : U™
Coimn=Coker{Feru) { YweaT/u {od

ce cul condult tout naturellement £ la décomposition cononigque 2tun
morphisme dsnz la catigorie B selo , .

n
{1.1.2) DROTCITPICY, Tour tout morphisme u ¢ Yew?Y il sxiste un
Jwaoudwwmam.;swazm,m mlH\ﬁH~m0vi¢wmw “el gue u=Imn,T.Coimu,
p Q. M |
Coimu mu
N\SIHAOV1IMW!1IIVmM

Eorohismes shiricts. On dit comnme A'wabitude Tus 1n egt un merniisme
. ] Y ur mormhis

gtriet si et seulement si le bimorphizme U ezt un isoemorrhisme. Ia
caracterisation suivante ezt immédiate

Soient

(1.1.3) PePConITIOoN, ¥ dsux e 2 5

) et ! dzux espaces de Zanach, de boules
cuvertes respectives 4 et B. Tour ~u'un rorphisme 1 : Ye—wY
soit strict il faut et il suffit ave : ’

a) u{X) soit fermé dans Y.

2 w(D=Brulz).

i

{1.1.4) CCRCLIATRE, Tour aue u soit un épimorphisme strict (dpistrict)
i1 fzut et il suffit gue uw(l)=%. =n particulier un épist
est surjectir,




St

. Four gue u scit un monomorphisme strict (monostrict) il £

et 11 suffit que ¢e zoit une isométrie.

In particulier, pour tout morphisme u, Xeru et Imu sont des mono

stricts tandis gue Cokeru et Loimu sont des énistricts.

SErARtUE, Le théoréme de laire-Benszch permed, comme on sai

comme conséquence du théoréme de dualitéd de izelbroeck (1,

Produits direscts et sommes directes. Le choix des merphism

gue B est une catégorie compléte & droite et [ ecauche. e
tion standard fournit :

(1.1.5) PROPCOIDICN, %oit T un ensemble guelcoroue non vid

i®l. = wmm:x~* .

i
familles wﬂmx.uwmw_ ot x:&X; pour tout i€I, telles

MH.“_K __A +o0, muni de la norme

il
&g =2 b .
el T
REFAROUES,
Jque Ta catérorie B n'édtent pos pdditive, le produit X

différe de la somme YEY, notée nuslenefois IOV,

\

sur ces deux espreoes algébriquement »amsx les norme

vas les mémes. Iz méme distinction aveit 5%é faite
semi-norme produit et la gemi-nerme somme de deux

Rque 2. Lorsgue tous les X, sont Apaux = un méme =

on raconnafit dans le produit PaY¥l 1'espace des fanilles

)
bornées d'éléments 2e X, notl habituellement £,(X)

liorer 12 caractérisation des épistricts. "ous retrouverons ce voi

e et zoi
mw.ummu une famille d'espsaces de 3ancch indexée par 7. .
a) e produit P=T 1Y% ¥; est exsctement 1l'espoce vectoriel de
familles x=(x Huwmwv ol x, ;€X. pour tout igl, telles cue
USW=A < +eo, muni de la norme
igd

b) Ta somme muMH ¥, est exsctmment 1'espsce vectori

t, A'g

2,12),

es impli
démon

cue

ruigque
s ne 8
entre
semi~nel
space X

et daz

G

la somme mﬁMmHv 1'a2gpace des famillies absolument mcEBmwwﬁm.
d'aléments de X, noté habituellement hwmwv Loraque X est &
corps des sczlaires K (R ou C) on notera plus simplement

WH MH et WAHVHMH

Yoncteurs et bifoncteurs. Etant donnés deux espaces.de Banach mmev
et (Y,B), on dit gqu'une epplicabion u : A—aB est disquée lorsgue,-

pour bout couple (x,y) de vpoints de A et toub couple m»“%p de sca-—
laires tels que [Al+ipigl, on & 1'4palitéd w(Ax+py)=Au(x)+puly).

particulier si @ : ¥——wY est un morphisme, sa restriction u 4 4 esh
une azpplication disguée. Fous allons voir que les applications @Hmz.

quées s'cbtiennent toutes de cette facon pulsque :

S0it uw:ih—e3 une application disouée. Llors u se wuoi

(1.1.6) LivME
_Hosmm de fagon unique en un morphisme {1 ! YeenY,

PREUVE. Tout x de X s'écrit x=As pour 26i. En posant d(x)=Au(a), on
constate qu'on définit corpectenent une eapplication @ : Xwwe¥ car

1'égalité As=A'3' entraine, & supposer [MIN] et XN go (si x=20), mmml
1ité 2'=(A/A" )2 dene L'égalité AMu(s')=Aul(a). IL'application § ezt
homogéne de fagon Avidente. Znfin si x=Aa et y=[b sont deux points

de X, avec 3@ et b dans A, on peut éerire :

Aa b
- |
B3 = (M Dt

ce gui assure la linédarité de 4. Comme U prolonge trivialement u,
c'est Disn un morphisme de X dans Y. ¥ .

De la m&me manidre on peut dégager la notion d'application bidis ﬁmm,
¢'est-d-dire d'application du prodult 4« dans la boule ¢ é'un broi-
siéme espace de Banach Z cui soit disquée par rapport & chacune des
varisbles, On montre alers sans peine gu'une appliecation bidisquée:
g t AxB~l se prolonge de fagon unique en une appliecation wpuwwmmyum

:

T 1 TaYoenZ,

Cela é&tant nous imposerons & bout foncteur ¥ : B—sB, covarient ow
contravarisnt de conserver les structures disguées, de méme que sur:

une catégorie additive on ne retlent que les fonebeurs additifs. Dg -

fagon précise nous imposerons & l'application F : ueeaF(u) de




.

L wmo-
Pour gu'une partie Mnuwosmmwdu soilt un mmmmﬁdpm mmzwnoﬂwwﬁﬁ.
d'applications de ik dans @ |, il suffit qu'elle s0it éguico

3

tinue & l'origine de & .,

Fom{X,¥)} dans ¥om(P(X),7(7)) (pour le cas 7 covariant} d'8tre di
gitée. De mfme nous imposeronz & toub bifoncteur gu'il induise =
lesg ensembles de merphismes une application bidisquée.
. (1.2.3) CORQLLATR® 2. Tout voisinage V&'V absorbe & .

1.2, La catboorie des egpaces de Jaslbroecl.

(1.2.4) CORCLLLIRE 3. Pour tout couple de scalaires Q:E tels que *
~mww4¢n €1, Y’application (x, %vﬁi?w&ﬁ&4 de Awft dans A mmd :
continue.

La catérorie U & été introduite par Waelbroeck dans {d2y et (W3)
les objets de U sont =zpnelés “dual Banach balls". ¥ousz reprenons
rzpidement 1'étude de W, en modifiant la notion de morphismes, On
peut d'=zilleurs remerTquer que la notion d'espsce de Lanach n'egt
différente de celle de disque borné complétant d'un ehe ; duslem
la notion 4'esnace de Jaelbroeck apperalf comme celle de disrue

{1.2.5) CORCLIATRE 4. L'origine possdde dans 4 une base de éopmwsmmmm
_hOREmm de disques fermés (donc compachs).

- PREUVE. Le corollaire 3 implique gue dans <& 1'adhérence d'un disgue

"compact" &'un =scc. .
-~ est encore un disque. E

La catéeorie U. Les objets de W sont les triplets (E,4,Ta) od
est un espace vectoriel, dt un disque sbsorbont de X, ot Th une Lops
logie sur & vérifiant :

a) & set compact vour Ty -

h) Teur toubt agd L'epvlicAtlon Xeess wmm de & dans & =st

(1.2.8) CORCITATRE 5, L'ensemble ﬂognmuwv est muni d'une m¢Hﬂo¢¢Hm
_ng@ﬁmm. ’

PHEUVE, Ie corollaire 3 implique encors que, pour deux morphismes
u,v :% —+Y et pour deux scalaires »sv tels gue jM+lpig1, HmmﬁwHﬁl
cation wcﬁvd est un morphisme, E :

continue npour Ta-
¢} T'oricine admet dans £ vn: base de voisinages discués;

Vous dirons gue A est la boule compacte de k. Tes morvhismes enby
deux objets de U sont les swplications disquées et continuez entre

En congéguence de ce corollaire nous imposerons & tout foncteur ds
la catégorie W dans elle-méme, de méme qu'd tout foncteur de & dans
B (ou ds B dans W), d'induire sur les ensembles de norphismes une .
application disguée. .

leurs boules compacies,
Fuisgue 4 esct Typ-compacte, 11 sxiste sur ot une unigue structure

forme am»noa@mawcwm avec T, . Les résultats de Jaelbrosck parzniis . .
Les topologies T, 8t T, sur un espace de Wselbroeck. L'introduction

de topologies particulidres sur un espace de Waelbroeck wva wmﬁamdﬁﬁm

la démonstration du théoréme essentiel de Waelbroeck, a savoir gue

-

les catégories B et ¥, sont, 3 une équivalence prés, duales 1'wmne

que Uy est non senlement diterminée par Tp mais plus précisément
la base de ;wwwﬂm.@?ﬁmm voisinages disquée de l'erigine dans 4 .
effet, d'aprés mavu ou (43) :

de llautre,

Lz topologie em st par définition la topologie localement convexe
la plus fine sur X rendant conbtinue l'injection ot —s®, On peut
facilement caractériser les voisinages de o pour em par

(1.2.1) ZROECHITICE. La structure uniforme Hﬁmmmamd pour bass d'ep
tourazes les enserbles Uy 28s50ciés aux veisinages %Y se

ﬁ..nuuuum.?ca = .........l._m<

Cn tire de 1& les corollaires suivents :

(1.2.7) IEMME. La iopologie ﬁl admed pour base de voisinages de .o
les disques W de X dmwm que, pour tout scalaire Lo, HH .

1.2.2) COROLIAIRE 1. Pour cu'une apwlication disguée u u$.|i$mwmﬁ
( ) 4 v existe un voisinage de o V dans & vérifient dd“wzg

\

un morphisme, il suffit gu'elle soit continue & 1'origin
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Lz topologie eo est par définition 1a topologie 1a plus fine au
rendant continues les translations et leg homothéties de % ainai
que l'injection Jk-—»¥ . Elle n'est pas a priori localement conve
ni méme competible avec 1s structure vectorielle de ¥ .
évidemment plus fine gue lz2 topologie T

Elle est:

ce qui est 12 clé du théd

[
En fait on veut démnonirer du méme coup,

reéme de dezelbroeck, que las topologies ™

. 8% Qm sont Zgales i
séparées. Cn chitient de cette facon 1'un deg aspects, pour lea
espaces de Zanach, du thécréme de Panach~Dieudonni,

(1.2.8) MyEenTvE, lag topologies eo et T- sont Zralez et sépsrés
ERFUVE. T1 suffit de prouvar que T, est moinz fine que

4

o
feit done ¥ un ouvert non vide nour ea ; montrons au

Tw~volginage de tout point x qu'il contient.
a x=0 pAr translation. Rous allons construsre un diggque W vérifia

est séparée,

Uest un 7 tn se rams

=

la condition “e {(1.2.7 pour onrouver que .

» tel gue WeU et s estog
séparée, 11 suffit de cholgir ¥ ne contenant b28 un point Jonné ay

que l'on psut d'ailleurs, par homothitie, supposer dens A Remargiy

déj& que, pour tout scalaire A>o, 1'ensemble {(Aldndk est un ouve
de A& bour T, . Gele étant on peut trouver un voisinage de o dang
soilt V., choisi disgué %mdwm (done compast) tel aue mAWdoﬂau. Po
o=V, 3 le disque compact 3K, est contenu dans 1'ouver nwmvbmw de’s

et ne contient pas le point m. Ce que 1'on sait de 1a structure
forme de & permet d'cbtenir

un voisinage de o dans e, soit V.,
sl disqué compact, tel que W&WWNG+MdHn.AWuVD&W . Le mwmngmmHMWﬂomw
est alors compact, contenn dans & et tel que mﬂmﬁ&nq. Un proces
récurrent évident assure l'exisbence d'une suite AMﬁu de disques
compacts de A et d'une suite nqmu de voisinzees de ¢ dans &, dis
compacts, telles que, pour tout nzo

et zP*tip

ag 3K U nel nsl
La suilte ﬁwnwﬁv étant croissante, la réunion aarlpwbmu est un 4is
de X qui vérifie adWclU , et i1 est clair que ¥ vérifie aussi les
conditions (1.2.7). B

ol R o
] mw + 2577

(1.2.9) COROLLAIRE 1, Ta topologie em irduit sur & exactement la
ﬁowomwm.m». Autrement dit un egpace de Weselbroeck muwmuﬁmﬂw.

comme la donnée d'un disque compact mwmoudmmwﬁw:bpmHQme.

0%,

(1.2.10) 200CTIATRE 2. “oient (¥,4) et (Y,8) deux espaces de Wasl-

broec et F un engemble d'apnlications disquées de A dane'®.

-

Four ~ue ¥ goit ur ensemble équicontinu {1 faut et il suffit

que

iéfirisse per orolonsement lindaire un ensemble équi-

ontinu Afaprlications lindairec de ¥ dans @o, ou Mo et @M

%)

sont les esmaces % mw‘& munis de leur topologie ao mos,@mu.
(1.2,11% mesoomaTe0 3, (Zzprch-Tieudonnd). Iour gqu'une partie ¥ de £
20L% Termée pour la bopolopis Tz 11 faut et 11 suffit que,
Toear o tout scalszirs Ao, llensembla (ATNA soit ferné dans ok
e bhéorime -~ dpalitds de ‘ssibroscl, meut meintensnt Atablir le
rézulted pri-cins,
(r.z.10 g oogew Eelibrosck), Ta cetérorie L est fouivelente A la
~tt  orie dnegle de la catieoris [&. .

IRETTE. e dmrroduit denw fonctaurs conbr-variente de duslitd, 1'un

P femtre Do Ue—a»B tels ogue les foncteurs M6 et £D soient

igomornha- waunectivement aux fonctenrs utres HE et fH¢

ne
Panack (L, A) 3'eapace da

Y2 foneteur & nsseoie ! foutb esvace de
daglbroas= 1770, 0=, o} ' est le dual Ae Y, ¢ 1z bhoule rolaire
de . muris Ze ls vopolozmie faible o(¥',%). Te foncteur D associe &

a
tout esrewce de Jrellroeck (X,&) l'esprce de “snech des formes 1lind-

tion £ & est continue pour ty , nuni de

Les

iont la restri
N - ,.wmm
la norms de 1t converzence uniforms rur . “ous noterons Dx=%7,
fencteurs D et @ opirent sur les morphismes par transpogition.
Pour prouver cue HD est isomorphe au foncteur neutre lg;s on ;¢HHHWm
1'épalits alsibrioue Hwnmwwuu guil prouve, dlaprés (1.7.F), oue X7
- ar
- EAN

sépare £, ce qui permet &'immerger E dans 1'esvace HDE=(XF)'. (n

J . x 3 o
prouve ensuite l'isomornhisme entre £ et E®)' van wwﬁowmwydm.
comme a1 thiordme (II.3.:.3), Comme cet isomorvhisme est wOnoonme
en £ le risultat est =couis. Infin on rontre oue le foncteur DD est

igomorph~ au foncteur neutre wm car tout aspace de Banach est un
. . K N
Zous-espace {ermé de 1l'esnnce IDX=(7')" ; et comme T et (¥')* ont

le m&me Aual 7' en vertu de ce qui e 4té dit, ils sont égaux. E

Cn anercoit maintenant que tout espace d= Jaelbroeck meut &tre con-
) - - 4 1
sidéré comme le dual d'un esnace de Zanach, e% reclproguement. Clesth




....‘\«..Tl
tion gul sera exploitée plus lein pour lsa

précigément cetbe situa

construction “es prodults tenscriels dans les catégories B ek L,
dont les prop»lités seront 2lors conségquences de prop

Mails 4444 le théoréme de dualitsd ve

ristés catég
wmwamdwum 1

!.

riques génédralas

b=

x

-,s

descrintion, ~vi n'zs pas £%8 faite Jnsque 1&, de ls cetieoris w,
Degeription A~ U, I1 egt clerip que W e5t une cetégorie complite &
rauche et 2 drcite., Mle admet des noveux =t des coneysmuy, ~insi Q

des vrodu ts et des sommes directes.

‘melbroeck X
est~a-dire tel que (Banach-Disudonnd) Mn# soit
s Mad, TL i), qui
est an ehiet 2o étant donné un|
morphisme iy o w.!lvwk nous voyons immédistement que 5|wmou egt un
o2 An nue le norau Keru est donné per

3 o) E

Zoug-sgpsce, Toveuw, Soit F un sous-ev de 1'esvace de

fermé dare % . o

compact Zxns A . Yous dirons que la triplet (I

i, est le sous-espace ¥. Avec omwm4

BOUS~&SDH , de sort

Kern :

P

4'01 1'on déduis 1'identité smes =t des morrhismes

injectifs dan:

des monomorphi

la catéeorie .

De méme sl M est un sous-—ev ferméd de M
: & —>X/M ast continus sur & si 1'cn E.
miotient. Cowme p(d) est zlors compact,
gue le triplet (%/¥, wmkw_.NUm
nlus simplement £/V et que nod

Zspage guebient. Conovau.

1'applicstion «znonioue p
sur A/U=rlA) 1 topologie

disgué, absert-nt dans B/,

on volt
est un objet de U gue nous noterons
appellerons esnece guotien® de ¥ par ¥,

ummliVm* adme® un conoyau Cokeru donné par

Cokerny d .I.r,m \mlm

ot uE est 1'adhérence dans @o du sous-ev u(E).
un &pimorphisme il faut et 11 suffit aque u(®) soit dense dans @o.

ivec. cela, tout morphisme

Linsi pour que u so

Yorphismes stricts. Tout morphisme u :X —=Y se décompose selon

SO - S
Coimu=Coker (Kera) Imu=Ker{Cokeru)

uE

Rl —T

~5m

~

ol U est un bimorphigme,

~

Lorsque U egt mﬁwhOEoHﬁwmem on dit nzm m

la caractérisation :

est un morvphisme strict, 0 =

(1.2.1%) PROPOSITION.
ﬁww faut et il

Tour gu'un
suffit

morphisze u : ¥~ Y soit strict

ufhl=Bnul¥).

que

la boule compacte de H\ciwnou et

Jhsirnons par A'=Coim(A)
est un wmoaoﬁdsmem, il est opmHH

PRENVE.

par &'=ul¥)n® celle de uE . 5i T
cue WA B, cz qui implique u(l)=uin®, .
ulfl= c(EInB . Récivroguement si u vérifie la condition donnée alors
u(®)} st fermé dans wo car {Banach~Dieudonnd) son intersectien avec
&mmd compacte dens ® . finsi WAND=®', ce sui suffit pour prouver:

que U trensforme bicontinfiment &' en &7.

'ol nécessairement

(1.2.14) 20 : X—nlY sont exsctement les

aouﬁwwmamm tels que u( =&, e mou&
exactement les mornhismes injectifs tels que ulft)= &chAMQ

4! ETRE

Les épnistricts u

Tes monosiricts u

Cemme awpnlication du théorime de dualitsa, retrouvons une caractirie
sation des éplatricts deans 12 catégorie des espaces de Esznach. Ils
corregnondent en effet par transwosition aux monostriects de U, On
relie 2insi par duslité le théoréms de¢ Baire-Zanachk zu %héoréme de

Zanach-Jieudonna,

Soient (¥,4) et (Y,B) deux espaces de Zznach.

{-wm¥ sont exactement les applications

SROEC3ITICN.,
Teg &pistricts u

{1.2,1%)

[ Sad

ingairea telles aue ul(A)=

IREUVE. T2 condition est Svidemment nécessaire &'aprés (1.1.4)., Pour
volr au'elle est suffisente, on se contentera de vérifier gu'elle

ce gqul est immeédiat

impligue que &u : Y'—a?' o5t un monostrict de T,

dlanrés la caractérisation (1.2.14). X

Produit direct. Si ﬁwwvw .+ est une famille (non vide) d'espaces @m%
“aelbroeck on peut mmwwﬂamw cue le prodult dans W n'egst autrs que
ummm@mom.MnﬁtMMwumMHU%mv_ En fait on peut d4finir directement ce
sroduit £ . In effet si mﬁ est la boule compacte de ¥, le produit
ﬁoUcwonMQSm‘»|a!q$ est compact et muni m.ﬁﬁm doﬁowomvm localement
convexe. 11 en 1mmmwnm @umqiiMﬂ g'identifie & l'espace vectoriel

engendré var # dans 1l'espace vectoriel prodult nmwmmwﬂgnzmv mmmlm
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G _
7 (1.2.15) P%CRCITTION, Te foncteur M: K— est adjoint & gauche
_mz foncteur d'oubli & : We—ad,

somme gdirecte. I1 n'est nas sisé de Asfinir directement la somme
directe ¥ H 'une famille non vide (¥, vme d'espaces de Waelbroeck |
Jous nous ooadmmdmwosm d'zIfirmer son existence par 1'émalitsé

Y E = TTED

(1.2.17) ZORCILAIRT V. Te foncheur & commute zux produits directs: mﬁ
Aux noyaux tandis rue le foncteur W commute aux sommeg mwa
TUX COnoYaux. E

cy

n retrouve en particulier aue 1 houle compacte d'un duoaﬁwdqilﬁm

n'est autre que le produit topolorsique denm boules compactes des mmuwi
ces facteurs M. Cn obtient sussi le construction exniicite a,mbm
somme directe Amam {! dans un cas particulier avec : .

g foncteur d'oubli A et ie fonctenn N, Disi-mons war B la catémo
rie des espaces compacts. Zn associent A toub espace de Jaelbroesck W
se boule comprote A=A{E) on réslise un foncteur 2'oubli R @ De—slX,
I fout esvace compact T llespace de Jaele

Inverssment en rzsccisnt
broeck M™) des mesures sur 7, considéré cormme le durl de l'espace
de Banzch (™) des fonchions conbinues sur ™, on ww alige sussi un
~81ité le foncteur MC es

(1.2.18) COROTTLTR™ 2, "pit mewqumw une farille f(non vide) m_vmvmomm
compacts, (n dési-ne me.MHB l'esnece {localement compach

rg_.

t ML T'impeortant sst agu'en <
peteur . T'impe rgm ! * o e% naracomnzct) somme woﬁowonwasm des egpaces T, et par
845 ;& oanghe sn “onctent » Tour le voir, dészienons par & : s s g a %
adjoint aucne onc 1 e b N (3w V< le compectifid de Ttone-Cech de T+ tlors (§ .&Mu<
' lication de Dirs ul sgsocie & toub te™ 1z mesure-de Nirse .
1Tanplication 4 ¢ 2 = t est Ho sonme directe des espaces corpachs eH dans la catégo-

au voint . "1 est Tisn connu gue l'imsme £{7) & son enveloppe dig-
ruge nartout dense dans 12 boule comvacte M, (T) de 1'espsce de Jael
broeck W(7). Teel nermet de monbtrar aue docmm applicstion continue
o :!W&RHV 2imet un nrolonemement unioue . WD)k qui ezt un

mornhisme de W rendant comnutetif le awmmﬂmanm

rie § et

2T = M)

) DCRCITATRT 3. Tout espsce de Uaelbrosok E est quotient d'un
“mmgmom ddmev.wusﬁwpwam 3&mﬁaum@oz&amwm ﬁmHaPm wmﬁamm

de la bdoule comracte & de ¥ telle que [(T)=F&. En particu-

;ﬂillllmflitvkﬁmu
er X est wn ructient de 1° esprce M(A).

h B

PRETYT, Soit § ¢ Teewdt 1 'application canonicue. Le morphisme wmmOI
™Y e X . cié BL ML2)=e= X envoie 1z boule compacte de WT) sur une @muwpm
compacte of pertout dense de &, done sur £ e lle-méme, ce qui prouve
"teilleurs By est d4fini nar 1'4ealivd B(u)= \m T ot .hvw@r est que B, est un épistrict. I |
1'intéerr-le f=ible de f, *lle-m&me 4&finie vpar transposition selon N

Le fonctevr d'oubli A et le foncteur £%. Pap souci de symétrie, rap-
elons ::munﬁmm résultats simples sur les espaces de Banach. Te wnbnl
teur 4'oubli 4 associe & tout ¥e® sa boule-unité A=4(X) considérée-
comme un ensemble ; 4 est donc un foncteur Be—sENS, Inversement -
soit MH : FNG—eB le mouoamﬁw gul agsocie & btout ensemble T 1 espéce
de Banach NH des familles §=(¥;). . sommables. On vérifie sans- asfe
Ticulté que le foncteur hw est adjoint a gauche au foneteur d4'oubli
4, ce qui signifie encore gue, nour toute application £ H:ivbmwv“

i1l existe un morphisme uninue @ kH:tvM rendant commutatif le @wm|

<o 2y = fo <o), Kap(e)

oK
pour tou% X &k

AEMAR™TE, quzwmeu désigne 1'enserble des mesures positives et de
masge €1 sur 7, on cbtient sisément les Sgelités

B (7)) = F(L(T)) et 2.M(T)) = B(£(D)).

~aissant de c8té 1'aspvect fonctoriel, on voit zinsi qu'il y a corre

Sramme :
pondance bijective entre 7 et T, donc mojwmqukhﬁuvnmoﬁimﬂHavgmv et
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T £ = A(X) (1.2.21) DROROSITICYH, Te corps des scelaires ¥ (2 ou ) avec chacune
. de ses deux structures est ¢ 1z fols un rénérateur des catémw
rories ©2oet (.,
s

X

1.3, Les deux hifancteurs mixtes fonlamentaux,

ot € est l'apnlication vli‘m, =(8, D'zilleurs &, est donnée

ik MmH ’
par 1'éz=lité &, ()= mew T{1) pour toute w (&, yedl,

Ie bifencr-u= ', “trnt Aomnds un esnace de Yaslbhroeck (3,8) et un

esnace de 3znach mq 2), on dfsisne par T(¥,Y) 1'espace des applica-
DENLRATR, I1 ~'agt nent-8tre pag inutile am vréciser que lorsgue I tions lindrizes £ ¥ llvw dont la restriction i & est continue nour

. . - 3 v oo i
&5t 1l'ensemble vide (resp : ™ le compact vids) 1'spplication vide la topolo=ie Ty et 1ls Topolorie de Y. Cn munit cet espace de lanorme

de 1a convergence uniforme sur J , nmour laquelle il eatb complet.

f=F & nour sssociée l'applicsztion nulle ouﬂﬁ. Ceci impose donc de
1=

sinsi T.(€,Y) devient urn esnzce de Ranach Jont la boule unité est

formée dec arrlications [ telles gue FANS.

Cn & dene on foit @£Find un bifoneteur L Uib—B, contravariantg
i

2
nrendre wour houl> unité {resp : pour boule compacte) de 1'espace

o3

nul 1l'ensexmbles vide.

LW RO L1

“omme consiguence on rebtrouve par rroroemt ru onpawier indice et coveriant nur canmert ou second.

on sertisr sur les movrhisess est &vidente et n'est vemg détaillée.
(1.2.20) TRCPCATTION, Tout espace de Banach est cuotient d'un espace

Torzov'eon fixe l'espsce X on obtient un foncteur Ly=L(E,) : Be—sB.

.ML. Il suffit 42 prendre pour I une pertie quelcongue de 1a
bouls nnité & de £ telle que F{Iy=A. En particulier si ¥ est
géparanle, c'est un quotient de l'espace &M ma.

r

U N °p peconnait 1'izalité LOE,V)=ET ainsi ncue 1'égalité

TLE,TY=" ~uil axprime T =1..

Torenpégentoblas, T'épalité T(R,7V)=¥ dimontre que % est

“oncteurs

SEFARCTIE, En désignant comme foujours par K le corps des sczlaires
{(® ou 7) 1t comme 2spsce de Banach, on sai% que hwiﬂnqv
aue le foncteur hw est aussi le foncheur mm.v. Zela implique aus=zi
que tout objet de £ est cuctient d'une somme directe de droites,

autrement dit gue ¥ est un générateur de B. Et 1'on sait aussi cue
toud espace de Banach est un sous-espace normé d'un produit g1 (i1
suffit de cholsir pour I une partie faiblement dense de 1a beule

compacte /' de ¥') donc tout espace de Yaelbroeck est le quotient

, de sorte compliierent ditermind lorsnu'on connnit le foncseur Ly. On peut

retrouver ce Tait nar le résultat plus sénédral

(1.5.1) PUOPCINICY, Tlensamhle voamﬁrma.mu deg morphismes foncto-

mMLEWﬁw est en correspondance bijective avec l'en-

TRIUVE, . tout morphisme fonctoriel P 4M1!#4m on assocle le mor-
phisme Te={p.),

£ tout morphisme u :Y -—=» ¥k le morphisme foncto-

riel & Ty—Iy défini nor (Bu),-I1{u,2) pour touit Z%B. De fagon

évidernte THEWIDL{n,F)=&ou=11. H.mnmw B(Tp)=y va demander plus de

mal. Posons yw=B(Uy), donc 4numﬂm4mgﬂJ, rour tout z'eZ', le dizgranme
nt est commutatif, puisque ¢ est un morphisme fonctoriel :

ﬂ‘u

L(E, ™) e 1.(Y, %)

d'une somme directe de droites. Cn peut aussi donner une démonstra-
tion directe de ce dernier point en invoguant (1.2.18) : en effet =i
I est une pertis dense de la boule compacte & de %, il existe une

v
surjection m : T A ,de sorte que 1l'application By asscciée est

J
un éoistrict de W ; or, ldentifiant 1l'espace discret I & 1z somme
topelogique de ses peints aw et 1' mmﬁmom\gﬂﬁwwv au corps des sce-
laires (1u dans ¢f), on recueille avec (1.2,18) ﬁﬂmHvu ) dans .,

“nol qutil en soit :

Wy
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ce nul antr-fno, rovr touve fel(®k,7), 1tézalité N...,?mwvuhww

2
Z
cl'
3
B
b

on dit que F et § sont oL-adjoints
(7 nécesteirement & mauche af ,w droite) leorsous les bifoncteurs

Qajouton~ ou- lez corzegspondances U et ® conssrvent les unités et
c CLIECL Y, et \.“@A.Jv sont isomorphes.

“rits e merticres fonctorisis ou de —crvhisrmez, de sorte

J
g l'on meut aisdérment vinifler nue 7 oet & woumbﬂmmﬁ i=omorphismes

malits de foncrTeurs. A tout foneteur ¥ : s on associe le wobodmnw
PI=BTD ¢ lim—sdd, 231% dusl de T, Te méme tout fonctsur G 1 Wemsly admet”
un foncteur dusl :nuw& ¢ Be—sD. 31 17on 1dentific, & un isomorphis—

me fonetorisl pris, las foncveurs 0 2t £D aux foncteurs neutres 1z

. et uf,ﬁmmﬂtgnpqmwnua cn voit que la duslité de foncbeurs se omwoswm_
“selon les formules (F)7-7 at (g%)1=9§.

et amen

0
otien de foncteur T-regresenbe

e
)
B
.
3

covarir=t 7 Pt 2zt AlT Lorevrisenmseble lovirutil sew

¢ an “onetear Ly, T'ssozce de daslrroaechk X =25t slors “4fini & un

Tonegeume Tooodcints, Whant deonnis deuy fonctaurs covarisntszs, 1'un L'intérdt 4= cethe notlon se régume pour nous &n deux types de pro- .
dlf—wl. , 1Trorre 7 @ Dl on ii% one @& ot 3 sont T-zdjointe nositions. N'une part la counservabion fe chocune des adionctions par
=2 svaaa,mvwhsmﬁﬁ # gauchs et G5 droi=e) lorscue les “ifonchsurs dualité, d'sufre pert lsz conservation de propriétés de commubtation.
THD pE T T Y apmt daomprrthas, - o
(1.2.3) DROTOSTICN, Scient OF 1 We—sdd et G 1 B—sB deux foncteurs
Apnn s un ~sntee 4o Banach (M,A% o~ un espac I~adioirss ot nmoient 7 ; Beall ot @."9FiWE daux foncteurs

of-adjoints. Alors les foncteurs ' @ We—sld et o* . B—aB

loroec ﬁmq&u on d2sisne nar L”,,w l'espace des aprlications
= sont L-s=d4jeints t=ndis nue les forncteurs ﬁw 1 BewplB ot

d

linédsirpes f “"”..IV@ 11 anveient A Arns oan homothétigue du &.m@mmnw
Te dis~ue A(0Y) formé des fonctions feLl X, 4) telles cue £ B,
meni de 1a tomploriz de la convergencs siazle sur &, 223% compact
("weloney) en abzor:sny »D;mnmhm.¢u. “insi &L(XY) devient un ~bled
Aonne L lez caractéristigues d'un bifoncteur Bl

T —ald sont «f~ridoints.

PREUVE. Elle est stendard et repose sur les isomorphismes (fonctow
riels par rapport sux deux varisbles) des espzces L(E,Y) et L(YT',E®)
d'une part et des espaces L(¥,Y) mﬁahwam ¥') d'autre part. ¥

contraveriant nar oronmert 2u premier indice et covariant par rep-
nort gu second. oon ceiion sur les morphismes est claire ed n'est (1.%.4) PROSOSITION. Pour qu'un foncteur B : BB commute aux mono-
morphismes (resp : aux monostricts ; aux épimorphismes ;

sux épistricts ; aux prodults directs ; sux sommes dirsctes)
il faut et 11 suffit que son foncteur dual F' : WelW com~
mubte aux épimorphismes (resp : aux épistricts ; aux monomor=-
phismes ; aux monostricts ; sux sommes directes ; aux pro-

Yt sl

Torseu'on fire T oon obtisnt le foncbteur covarisnd

Tonohenw elmrirpigentatla, T uignue oﬂu TY=¥' on voit encore que le

fonctaur of.. Actermine l'esnace de Zanach X. %% comme précédemment

sg mernhismes foncho- duits directs).

(1.%.7) IRCDOATRICN. Tlensembie hom,(ly L) 2
ﬂwmwm.hWtit&w gt en corresnondance hijective avec 1'ensemt

Oumwﬁ 7, ¥

Un foncteur covariant o : U—li est donc dit-L-représentable lorsg

.

est isomorphe a un foncteur ofy, ; l'espace X est alers déterminé par

Ies théordmes de commutation. On sait qu'hn foneteur entre deux catés
rories qui admet un adjoint & gauche (resp : & droite) commute sux
limites gauches ( resp : eux limites droites). La quesbtion wavouﬁmﬂ&.“
et résolue ici, est de savoir si ces propriétés de commutation sont
encore vérifiées pour les notions de I-adjoncition et ef-adjonction. .

Cn va volr qu'il n'en est pas exactement ainsl., Toutefois ce gqul.

& un isomorvhisme prés.




S Y-

subsiste, et nul est presgus le tobslité de o= que 1'on espérait,
tensoriels (dons les certirories B et [4) introduits plus loin. Rien
entendu, =u deld de ces arplications les théerdmes de commutation
dennés on% leur intirdt pronre. Ragssemblons Ies »éayultcots -

est suffisant pour commander leg principales propriétés des produits

(1.3.5Y 7e= o (lep ww@owwSm de commubtation)., 3
T 1 = de T

infinies, nil % 2ux vroduits infinis

71.,3,8) TUROTITN ond khacrine de commutation). “olent T : Be=wd et

jointsz. iflors ® conm
mute ~ux énimornhismes, sux Anistricts et sux sommes direck
nuelcongues (donc 2ux limites droites) Ade la catéeorie B
tandis one § commute sux monomorphismes

:w"_.!EtL deux foncteurs covarisnts «f-zd3

2u¥x moncstricts et

]
#uax nrodults ouelcongues (done sux limites zauches) de la

catémorie W,

TREDVE, T1le est lonrcue es se dévelopne en plusisurs rerties. 3lle

nécescite de nouvelles carsctdrisations {@e Type mixte) des épimor-

nhismes, énistricts et produits dans les catérories B et W, et

i
sentiellement sur le fait que le corms des scalaires ¥

est o 1z

Y

un genérateur et un séparateur (Hahn-Banack) des caté

4

7
zlapruie es
ol
+

S
mories P oe% f.

Zoimorphismes eof épistricts dans . Soit u 1 (& i) (Y,B) un mor-
ohisme de U/. {n s2it que u est un énimorphisme si et seulement si
uw(E) est dense dans H_mmumnmmwo et oue c'est un épistrict sl et
seulement si ulA)=B. Cels 4tant, avec le théordme de HUahn-Banach -:

(1.%,7) 15E 1,
) 81 u est un 4pimernhisns (resp : un spisirict), alors
vour tout ZeB et toute soplisation e L(Y,2},2a condition
fuso (resp : Pfufigl) entratne la condition f=o {resp: lIfigl).

w8 R

b} Téciprocuement si, pour toutbe wm@ la condition fu=o
‘regr : Jfull€l) sntrafne la condition f=o (resp =%:%Huq;

#lorz u ast wm épimorvhisme (resp : un dpistrict).
F: Vel et G 1 B—aB doux foncteurs lenuowﬁﬁmu
réalisée par 1'isomorphisme fonctorisi

8 TR, L eI (L,500)).

Jontrong ~ue & commute aur Snimerphismes 8% aux dpilstricts, ce qui

entraine, A'enedsz (1.5%5,7) g% mw L4), que 4 commute aux monomorphig-
mes et aux moneetrichs, esr le foncheur ' admet le foncteur & pour

uowmd. Dénontrens d'ajlleurs seulement la commubation de OF aux
érietricts nav exempls, la démonstration &%znt analogue pour 1la
aticn #ux dnivornhismes. Four voir gque &F(u) est un épistrict
lorsque u ".Htlimnmw un épdstrict de U, utilisons la condition b) du
lemme 1 et scit mmw%aﬁqu telle gue 7. F(ullg 1. T'isomorphisme 8

]

schange les édlagrsmmes ouverts suivanbs

x illiMll!v m

Fp —ZE Ly e

¥ GL¥K)
et la fon~torialit 8 crrantit 1°'émelité
g, (cd) =B cLEYu = fu .
3,7 V¥
r ® & g sont des iso métries, de sorte que zﬁﬁ: £1. klors,
w 1
w.mUdmm Te condition 2% du lemme 1, u étant un épistrict, on a

o
szﬁh,mw par suite fUK 1, ce gul termine le démonstration, ¥

Produits directs dens . Te corps K 4tant un générateur des cabégo~
ries B et i, un résultet catégorique ménérszl, démontré ieci pour B

mals valnble tout aussi bien pour W, assure gue dans la définition
catizorique d'un produit ] 1X., il suffit de limiter lavarisble” 3

J’ I
en choisissant pour Z une scomme dirscte de droites NA V

(1,%,2) IOMME 2. Soient AM )

jed une famille non vide d'espaces de
Banach, P un mm@mnm de Zanach et, pour tout je€J, un morphisme

d." wajwwu. owmcUdommamm,wocwdo:dmummadwmHmﬁ,womH_
|‘u o - .
ks




~Blmn -85~
toute famille de morphismes <u : ﬁHVIJ?M indexée par J quelconqus pour apercevoir le point ol 1z condition de finitunde .
il existe un morphisme unique v : ﬁnHv w tel que - intervient. Your prouver gue G(P) est le produi% des G(X,;) fixons ~

‘un ensemble I et une famille de morphismes v, : NmHuilvmﬁM b) wﬂ&mHmm.

P
pour tout jed. Alers P est {& un isomorphisme prés) le 4

- Lo . ) AT .
ﬂochd_ _A dang 1s catérorie B. ~par J. Tour tout iel soit ww H ltinject ion canonique. wwowm
n_ .4
ed v, .=v..h, : E—»3{X.) est un morphisme mm
dad d i Py S :
PREUVE, 3Zoit %Zel st sold une famille #a morphismes v, mllvx4 ; amem B, mais ¥_4tznt lu dans la catéporie O, .
v o B(P) w———— YD) o
: . *5 e a spnliecat t ce
s'agit de condenser cette famille ov wun seul morphisme a ;1 e \\\ - st aussi ume ap wouwmm 1'espa
R (¥ \N I"isomorphisme ermet de
tel gue D=, nour toud jd€d. On sait ..W ( FRSES . 3] hu s
. . . . . , sosvwwomw les worphismes 3(p.) et v, . par
P3 711l ~xiste un enserble 7 e% un épistr iy P TN N g1 P
F = 2 @. . . Lo -
> 3 .. . le dimeramme ci-contre of ¥, ,=8 (v, .
4// oo W,H 7 TpiY :mgq. Tl existe un 3it x.wu m,Hu
. . est un 4lément de LEFX),X.). De plus
U -orphisme unigue v (Do te1 nue ' ( Yy mu P
ot
///, miv=v, dour tout J. Il fant nrouver oue =<4,H¢um4¢.hb%,i
€ : Hu. . S
. z2 factoriss de fagon unicue & travers P e MA Te probléne est donc de saveir maintenent
. - { si l'on peut ceondenser lz famille {¥,
// ar v=ug zvee ueHom{Z,P), Seit Y=o Haou ¥, Vs 4.1 vumu
] Y
AHM i1 existe un ensembis L et un épistriect en une seule application «meﬂﬁAWVumu
W F W, F —
4 A T o; xnhualrw. La famille des morphismes telle aue Pyevy=vy 4 poUr tout jeJ. On
¥ero . ;
z T - e ~ T — . . Y
| V4=V ereTo. TeUg.n ReTg =0 56 condense eI | o touscurs noser v. Auv;aﬁ. nwvv ey bour tout zeF(K). On définit
Y ur seul morrhisme wev.Zerg.r, nécessain ainsi une zpplication wwvmmwﬂm Qmaﬂnmv dans P, gui envoie la boule
r ment nul oar comséouent. Comme T est un compacte de &{X) dans la boule unité d= P puisque Eq. <1, vais
$nimorvhisme, on en tive v.'erg-o, c= q: —~ @ Yy 11 fagt &
. . . .. . 2 v. anmartienns & L@HK),P) il faut sncore que ¥, soi
wav exprime exactement, ¢ étant un épistric POUT que vy Aanhar “ )oF K 1
aque v =~ Tactorise A travers Z en v=ug continue sur la boule compacte de (F(¥). Cr ce que 1'on salt c'est
avec ueilom(7,P). De plus wkﬁnaﬁ%<u<unsu seulement nue ,..ﬂ,t)w ; est blen contvinue sur ce compact, de moﬂdm.
o z J ind (L | o

que Is régultat sera acgquis chaque fois que la topologie de 1! egpace
de Banach sera le produit des topologies des espaces facteurs Mu M&
ceci n'a lien que si J est fini. Paisons dorénsvant omﬁdm ﬁwﬁowwmmmw
ce qul rermet 4'écrire ¥ mHQqAxv wu. .14 somorphisme @ p donne -dong

d'en v.usu; vulsque g est un épimorphis
i 3

EInfin 1'unicité de u est marantie par celle de v=ug pour la raiso

{toujours la méme) que q est un épimervhisme. ¥
J

. md - .
Reprenons maintenant les deux foncteurs T adjoints ¥ et G et 1'is une mddwpomdyob 1inéai 5. mﬁmx 5{P)) et puiscue :

morphisme fonctoriel €. Frouvons oue G commute sux produits finis

_Tﬂ.zu_wd.u.:n L.G..o#w v A = m.Cﬁm_4uuMﬂ,#ﬂ:

de B, ce qui prouvera bien oue &F commute aux sommes directes finies jes 9 y1 igd

L

orn voit en feit, en lisant de nouvean ¥ dans 1z catégorie B, gue.
est un morphisme de B, Alors, lorscue iel, la HmHMHPm.mﬂMv.mm

de U carcf™ a les propriétés de 3. Soit Pl Mwu un produit non
jed
vide quelconque dans B, Nous suppesons pour l'ingtent 1'ensemble




w3

condense en un seul morphisme v NnHullvmnwu tel que 4.wwuﬂﬂ pour
iV,
la condition mmwuv.dwn<uuw,am sorte gue mﬁﬁuu.d.wwn<u.uu<u. 4 bour

tout igl. Ta condition » ; donne (par la fonctorialité de 8)

tout i€l, d4'cld I'on tire mmu¢u.<u<u pour tout jeJ. Enfin 1'unicité

de v sous ces conditions résulte aisément de l'unicitd de ¥., c2 qui

détermine unicuement chague ¥, done aussi v, et termine la preuve. E

b3

i

Ainsi le premier théorédme de commutatiocn est comolétement démontré.
Dans 1z suite nous donnerons des exemples de foncbheurs G pogsédant
un Ieadjoint et ne commuvant pas aux »redults ocueleconaues de B, ce
tul montre que la restriction aux produits finic est bien essentiell

Spimorphismes =t épistricts dens B. Ta nartie "Zpicue® du second

théoréme de commutation se démontre de la mime facon, une fois obte-

nues les caractérisations suivantes, ol u : (¥,2)—=(Y,B) est un
morphisme de £ :

i
- | Fu

mH.q.Du TRMT

2) 7i u est un épimorphisme {(resp : un dpigtrict), alors
nour Fout ¢Z,0)W et toute apnlication fel(Y,X), la condi-
tion fu=0 (regp : (fu{A)cT ) entraftne la condition f=o
 (resn 1 F(R)E).

b) Réciproguement si, pour toube fe¥', 1a condition fu=o

u egt un évimorphisme (resp : un énistrict).

Produits dans {{. Ta pronriété catégorioue du lemme 2 &tant valable

4

aussl dans la cabégorie U, il suffit de reprendrs pas & pas 12 méme

démonstration que précddemment pour prouver la dernidre partie du
second théordme de commutation. Mals comme sur la boule ooﬂﬁma&m
&nﬂ:ﬂbu d'un produit arﬁiamwa la topologie Ty est exactement le

-

produit des ﬁOﬁoHonwmm.m# sang gue l'on alt & imposer de corndition

J
de finitude, le théoréme est valable avec toute 1z zénéralits

désirable.

%. Troduit tensoriel (projectif)} d'espaces de Danach,

(resp : fuer') eniraine la condition f=¢ (resp : TeR'), alor:

-

Nous utilisons meintensnt la dualité des catémories B et W pour
Aéfinir un oproduit tensoriel sur B, Bien entendu nous redrouvons le
produit tensoriel vrojectif ® habituel. Néanmoins la forme des d&fi-
nitions cholsies vs nous inviter & définir dens 1a suite un ﬁHo&ﬁﬂd
tensorisl d'esnaces de Jaelbroeck. T2 plus 1'important est sans 3

A

doute cue le:x rrovpriétés classigues Au produit # sont chtenues ooBBm

consfquence “u gecond thiordme de commutétion nuiscue nous montrons

A

que le foncteur 8y ~dmet le foncteur Ly pour L-adjoint.

L'esnace de /selbroeck &(X¥ Y). Etant donnés deuax espaces de Fanach
(%,2) et (Y,7) on désipne nar B(X,Y) 1'espace des formes bilindaires
continues sur X«Y¥. On peut munir &(%,Y) de sa norme habituelle et
appeler A(X,”) sa boule unité. ¥n fait ce n'est nzs cette structure
normée gul va nous intéresgser, et, de mfme que sur la boule unité A'

du rAnal " nouc svon:s placé la topolorie fzible, noug considérons
/(I,T) comme un discue topologigue =vec pour tonologle celle de 1s
converrence simnle sur L ou sur YxY (que ncus apoellerons dans ls
suite bi-simvle). fe feizant A(X,Y) devient un sous-espace fermé da
prodult tonolosigus A vnu ot A 2st comme toujours le disque unité du
corps ¥, Comme A(¥,Y) est ainsi compsct et gque la topolagie bi-simple
ect loeslement convexe el rend continue 1'asrlicetion me_mvilvwmw+muu

il est ¢lair cue B/X,Y) est un esnzce de Jmelbroeck.
On sz2it gue leg nroduits tensoriels 2lgibriques I8Y ot L'8Y' sont

en dusiité mwﬁmdmﬁﬁmv cer ¥ et X', de mfme que Y et Y', sont en
duglité séparante, Cn en dAduit sansg difficults

{1.2,1) T2CDCSITION,
) Yevie &{Z,Y).
Y XIRY et B(E,V

sont en Ausliité sévarsnte,
Te prodult tensoriel ¥RY, Mous déF .
1lesnace de Jaelbrosck B(X,Y). insi con a les formules de duslité *:

inissons YRY comme le dual de-

X8Y = (BX,Y)F et B(x,v) = (8T .

Avec cette définition de l'espace de Banach Y8Y on retrouve Haamawm:

A

tement les propriét @m classiques,




=B
&G

%o désienant »ar C(A&3) 1'enveloppe disguée du produit ABR dans
l'esnace vectoriel X8Y et par 48P la boule unité de mmm, on moentre

PREUVE. Tes nremiires égalités traduisent le fait dvident que les
espaces B(Y,¥;Z) o% B(Y,¥;Z) sont isomorphes & l'espace L(X hgnﬂvf
. dens des Zscwernhismes fonctoriels en Z (et dfeilleurs aussi en ¥

facileament .

(1.,14.2) =“D0pC-TmIeT, et en Y). La derniére se démontre a 1l'zide du principe de ﬁﬁduoﬁmmL
2} YKY ash ur sous-esnace dense de YEY et ABR colneide avec
1'edkirence F{82) 4= (28R) dens X&T.

BT rr Y8Y 1c norme induite par celle de ¥8Y (dite norme

tonsorialle) est exactement 1z Jahge du disque sbsorbant

ment {1.%.3) une fois mis =n place les @ohwwsma(o, réciprogues ) L'un
de lleutre, @y ¢ B(X,Y;Z) el 18Y,Z) et Ty t ol(X BY L) el X, T3 2) par
‘1esg éxalitis, -our LYY, Y;Z) ot pel(18Y.Z)

TR = flx,y) et d.agxx% = g(x8y).

Prigr*. Z1le =st donnde par 1l'eypression clas-inve : z

i

3
1
b
Q.

e

rnigre condition oxprime cue le moﬁo&msﬂnw% + east
i,

hlﬁmwwmmmjnmwum 2t représenté par l'espace de Tanach YBY, ce qui est

hel™ = Inf3  jix 8yl
1

rugsi, cnzme on 1's vu, une condition déterminznt complétement {algé-

brizuerent 2% en norre) l'espece T8Y. On en tire lz commutetivitséd

2% 12 borne inf rieure egh nrige pour toute décomrposition

-

#t 1l'zssociativitéd -du wmreduit tensoriel R d'sgpaces de Banach, puls

{n tire A= 1/ un nrincipe d= nrolongement : en Triznnt Z:" dans les formules {1.,4.4)

(L.2.7) TRODCATNION. 7Joit £ une spplication linédaire de X8Y dans un (1.4.5) 200077 TRD. @07, V)l X, Y ) =B T, ) .
~gpace de Yselbroeck (Z,0) telle cue F{A@R)C L. I1 existe
nme a-niication uniaue wmkxxwﬂuwuu cui prolenze £ . De

nlusg 2@,

éfinise=nt var nrolongement

,2.

Le bifoncheur & et le foncheur m@. ibel

continu un presuit tenscriel de morphismes dans ia catégorie B, on

feit de & : (7.7)—sX8Y un cwwounﬁmna covariant Be«B-—sE et de ®<

-

T NE Il ng-ocie & R : sek 'ea-
ze _fonorour &4 y- 11 retocie & tout espace de laelbrozck (X,€) 1'es foneteur civerisnt GmesB 4/7ini par 8,(X)=¥8Y. Te théoréme (1.4.4)

peut flors se récrire, en %enant oosmwm de qumoﬁow@wwmam {foneto-

nace nm: .:Hvx&?ﬂ ¥;Z) des fonctions bllinéaires de IxY dansZ, gui
riel en ¥ =2t XZ) des espaces LHM@M.HV et B(X,7:;I), sous ls forme :

,
envoisnt le nroduit Ax® dens un homothétique du disgque compact C.
Tet eomage contient comme disque obsorbant 1'snsemble A(Y,Y:;Z) des
fonctions T telles nue £(.,2)¥, sur lequel on plece la topologie
de le converrsnce bi-simple, ce qui identifie A{X,TyZ) 3 une parti
fermée donc compacte du produit topologique compact €4*E., Ainsi
T,Tiy devisnt un esvce de Waelbroeck. En partienlier on recons
naft en l'espace B(X,7;X) 1'espace &(YL,Y) déjd introduit. Comme
#.. , egit de facon évidente sur les morphismes de la catégorie W, on

Ayl

volt sens peine qu'on a ainsi défini un fonckteur covariant de W

~

1.4.5) DTSR, Ies foneteurs @y, : B—eaB et L, : W—l sont
Thum@mowuﬁm.

T'est 12 le résuliat le plus intéressant de la théerie. T1 va entrat-
ner koutes les pronriétss de commutation des produits tensoriels :

~

f1.4%,7) T"Z0R%FE, Te foncteur #, cormube aux évimorphismes, zux épi-

stricts et sux sommes directes (plus généralement sux limites
deng elie-méme, Alers : droiteg) de la catigorie R. Ie wOuodm;H‘hw commute aux mono-

(1.%.4) TURCREME, & des isomorphismes fonctoriels prés on a morphismes, sux monostricts et sux produits (dome aux stwmm

: Byv = Gdy = Lyply ot By g =Ly

gauches) de la catérorie W,




-0~

—O
in détaillent quelque peu les résultats relatifs au fonebteur & N
retrouve des théorédmes de Grothendieck. tonle cuvarte de hmau e% 1la bouls ouverte de X8Y. T1

“'on peut relever tout compact ¥ de IBY en un compach

(1.%.8) PROPOSITICN. Les espaces hwmxv@w et hummawv sont isomorrhes T ooren 7)), de sorte cue lz connaissance des com-
C

¥ N : y
dans un Pmosowvaman qul aszscecie 4 tout X®r 1'élément 3= AN. . tav egecce o ddtsrmine celle des ¢

Ae 1'espace £1 m4®<u denné par z;=%, 8y si H:«N ). En ﬁmwdui

ulier w.mmwanm 41 (%) s'identifie au nproduit amSmomeH NH@N

omnacts de Y&V, En omet-
sultats de Grovhendiesir, qui

L7l zomae des georollsires desn pronviétés catérorigues

(1.4.0) 2WOPC~TIPION, “oient Uy f XY, mﬂ u, Mm:!?&m des morphi

mes de 8. 81 u, et u, sont mvm ndmao1stmEmm nﬁmmv ¢ des
éristricts) il en est de néme du morphisme u msm .

W
kel
RN

(lo#,17)y oo20m ™ TU0 30 Spit 7 un compzcot de T8V, *lors 1

.
i
deux zuites v el et v ¥ vérifisng fr i< 1, Ny g

-
0
;f; ot

T, e, ot une nartis compzete T de &H “e2lles aque tout zeH
Lpplicaticn & 1'eagnace ¥BY. Nous savoens gque Lout ~space de Bansch
est un cuotient d'un espace &w. Par silleurs (1.4,8) implicue 1le
résultat mw&mwumwhm. N2 sorte que, étsnt donnés deux espaces de
Zansch Y et Y et des Enigtricts

¥ NWE;VA 4nmuummu.rxw el J» MWIIVM %na.wunmawuw
J
on en déduit un éplstrict an%&%

7 a -
4 . = m_.llv.w‘.ﬁm. mmUvHMtMmHMO.%u -
i3

puisss sliorire 2=y U % 8, avec b=(u )el.

1.5, Drodult tensapiel {nroiectif) d'ssraces de aslbrosck,

.

changsent, “n guelque sorte,

TL guffi+ ' sray swnmifricusment en

gEmd ol (U~ 07 Tlavaging 31 fewlps prendre cuelnoues précau-

8
sions »our 1 ise en vi<ot de certeins isomorrhismes.

- x mnés deux eznzces de Waelbroeck

“'esneca de Truagh D(¥, Y. Ttant do
(&) =% B nmous dhsirnons par wnwumu 'egpsce des formes bili-
ndgire~ gur nm dent iz restriction zu nroduit Al est coentinue,
mini de 1n toreleo~ie de 1v convercence uniforms sur A<8. 11 est

sn conzféruence

(1.4,3¢) DHRCIINE (Grothendieck). Tour tout zeYEY ot tout £ »o, il
existe deux sulites x X et v L7 telles cue lx B =1, =%&_nw
et une suite ¥=(u, ummJ telle aue : ’

T uxer, et b UL

Aw.k.wwu CORCTZAICE 1. %1 X et Y sont sévarables, les guites A

aﬂ } neuvent Btre fixées une fois nour toutes., lans omm

rlair ~ue =mm,md est un ~snEce de Banzch, sous-espace fermé de
pace Az Tenach T(RaB) formé des fonctions bi-disquées. Et 1'on

(1.5,1) T om0 roIes,
L H.ﬂmm a6 VP
b} E€Y et H(XEY) seont en Auslitdé séparante.

ooa@wnwomm :
e prodnit ternanriel X&Y. "oug le déliniscons comme le dusl de w.mmw

mece de “snach "(R). “insi :

B2 = Infy w

o la borne inférieure est nrize vour toute décomposition
M tnxsams.

bans le cas ol ¥ et Y ne sont plus tous deux séparables, on remarqu

XEY- (BOEYNT et 3EY - YT

Cn 2 2lors un *théoreme 4 densits

gue le morphisme P &Hn ~—+¥8Y est une 2pplication ouverte oui
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(1.5.2) “RCPCTITION, I'esnece vectoriel *8Y est pertout dense dan
llele Ammmd #% la boule compacte de %8Y, notée ABB, cofn

cide !Hmowmsmdﬂ avec l'adhérence dzns ﬁmxcv de 1'enveloppe

digarie [(ARS),

mirens de 14 ~ea Ttz (3,) dans Z. Tn effet tout provient du fait
SR8 2zt un compect 7 ode 7 de sorte ocue «/C(AGR) CF(H). Or T(H)

£t Ausszil un compact de 7 2%, .sur tout compact de Z, 1z topologie :

faible T(”,7') cofneide svec la tovclozie d'espsce de Banzeh., §

et un vrincipe de nroloncement

—

Do, e résultat axpeine que le foncteur

£y egt T-re Juﬁamﬁﬁml
¥

(1.5.7Y ThCRCUITION. Seit f oune apmlicstion linfaire de E8Y dans un
espace de Janech 7, dont le restriction & FASR) 2at conti

rour la btopologie do ARR . T sxicfe une aprlication linéa
uniaur wmwﬁwm@.nv cul nrolonme

sentd par l'esnsce de Yaslbreec: mﬁc ce gui détermine

Litement cet espace. Cn en fire cussl la commutabi-
ivité du prodult tenszoriel d'~svaces de Yaelbroeek.
i2ns les formules (1.5.7)

Te fongheur Tfest un foneteur covarisnt CewsB. -1 associs &

(2.5.7) =roeTreTRE, PO =T YT (Y, E

HH..@.
tout esrtee A= Tanzch 7 1'szanace 1@&
res de HL& dsna 7 dont la restriction zu com duwﬁ‘hxwmmw continue,

nuni de 1z toroloris de la conversence uniforme sur dB. I1 opére 4

Tagon Avidente sur les morphismes, Lorsgue 7=7 on retrouve wﬁm,@u.

senlic=tions bilinéds

:d:

nit nar prolon-

Te bifonciaur & ar le fonctenr m@. Tci encore on A&7

ir
cgement un nroduit tersorisl de morphismes Aans la catémorie I, ce

a
¢ui f33i% A= § un bifcncteur covariant Usllonsalt 86, en fixent Y, de
&y : X X8Y un fonoteur coveriant Uesll. Tt le thioréme (1.5.4)

(1.5, [Uanm™m, ¢ Aes izomorphisres fonstorieis nrée on s peus fussi se ricrive,

-

t
= HH.H& = wm.HW et wmbw = ﬁmmw . {1.5,3) mo=co ° 0 Teq Fanchaurs mm : Ul et Hc : Beesf sont

Tuimoﬂwim.

%Y

IRTUVE, Tes premidres Aralités s'obtlennent aisément. Pour voir 1sa
bﬂm@wumullrwwNLCNAQ na 2'ou les oronriftAs Ae commutetion

seconde meitons en place le norphisme T, @
g

. Te foncheur ®y commute cuv 4nimorphismes, aux Epi -

T, (7) (x,7)=7(x8y). Iz fonctorialité ftant immédiste, 11 suffit de C(1.5.7) T

prouver cue T, est un isomorphisme. Cn vérifie tout de suite que T stricts ef snx sormss lirectes finies de la catimorie W. Te
fonctenr ﬁc commute cux moncmerohismes, aux moncstricts et

est une isomitrie grAce ? ln densité de M(A®B) dans ABR. T1 reste 3
voir que T, est surjecti’. Soit denc Hmwﬂmnmuw - En posant

oux nrodults finis de la cetli-orie 2.

Y ZOT0YT 7O  Spient: uy ".Hwil¢@w et u, "hmwllvcv des morphis-
max de la nmd»woﬂwm L, =i Uy 2t u- sont des 4pimorphismes

(resv : des épistricts), il en 2st de méme de ﬁwmzn .

a(x87)=f(x,7) on d&finit une fonection lineaire g AmwmlIVN Montron
qu'elle se vrolonge en une Tomcbtion linéaire anmm@m.Nv qui sera
donc telle que wudwmmv. Il suffit, avec le principe de prolongement
(1.5.3), de vérifier que n est contipue sur FA®B) pour 1a topologl
comprcte de A&R. Supposons done u—wu, dans "(A8B). .lors, pour toub
z'e%', l= forme bilinéaire z'.f apvartient ! 2(E,Y) et d4finit une Les deux rorohismes fonctoriels t et T. Stant donnés denux espaces
forme lintaire (z'.1)7 sur 2RY telle que (2. (w—a(z'.£) (u.). de Banach ¥ ot Y, on seif cue 1'espace vectoriel XEY s'injecte dans
Cr la restriction m,H@& da (z'.£)" ==t précisément 2'.~. XNous vayon ,
done aue z(u)—wg(u,) dans 7 pour Jn topologie frible ¢(3,%' Cela revient & dire aue %out 2=} A:X;8Y.€X8Y Qéfinit un opérateur

Apnlicetions nucléaires et applications intégrales.

I'espree ™(¥' "'}, Treitons ce dernier espace comme 1'esvace L{T', Hu

_summwmw_ﬁ:v selon H.mnmwpwm uly' = Mﬂw <FiH7'>x; . On ¢mwwwwmmﬁmmwdmﬁ

TR
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—Glhm

5

s R _ ouant & 1'espace m¢®4v\w1HAou muni de sa norme aﬂomeﬁéw qui est le
1'indgaliséd Juli €4zh" de sorte que 1t application X8Y—wL(Y',X) se

Y

but de Coimty, nous le noterons 1! (¥',%) en 1! identifiant 2 ﬁmmmwmnm

vrolonge 2n un morphisme Mm<llthM_.m , mals qui n'est plus a priok
injectif. i 1'on fixe 1'espece Y, on constate la fonctorialité mnmw
¥, ce qui asrantit l'existence d'un morphisme fonctoriel + détai mW

o =

de fonctions de ¥' dans %. Ainsi -

(1.5.2) DEFINITICN. On 4it que 1'espsce de Ranach Hwﬁw_ X) est
l'espace des spplications nuslisives de Y' dang X. 82 BOTEe

par

t o wMIEPHw“ Pty e XRYnT 070 %) deK®%VAwQuA%o%V
: auctient, dits norme nucléaire, est notée a.mw

Zymétriquement, Atant donnés deux sspaces de Waelbrosck, notés X
iz décomposition suivente, ot 1'on rappelle gue Py

~

Y' ot considérés comre Avmls d'esnzess de Tanach Y et T, on met e
un birorphisme et ro un monostrict :

plsce le morphisme fonetorisl T =vec : 1 ¥
= - ..

T md.!.tthm P Tyt TRY e [ o I l..f,\u.,‘,wu:u«%unﬁfw_v. Y@y . ey

Le oropriétéd nringipale de t et © se r»izume en : borfoimt : o=ty
O &
(1.2.1) TUCPCIITICN. Tes morphismes 5, : XBYesI(¥',X) ot y T A
X TH(vrY - o XRY
Tyr ¢ OB (Y, X') sont transposés 1'un de 1'awgtre,
- - aa s N . 2o . in Al aj T d27ini ne &tznt données, conpitater sssezn

22V, Tnoreconnalt dans le dual de ¥RY l'espace L(Y,X') et dan o peut d'=illeurs, e ° tio - 5

vite gue Hwﬁ.,.J et @ sont des bitoncteurs et gue, en fixant 1l'espace

¥, les morphismes ogul interviennent sont fonctoriels en X, de sorte

le duzl de Y'&Y' 1'espace

XY, e plus si z=x®v et z'=x'®7' on
Ctel2),2' =42, Ty (2" D=, x'sev, v’y . &

que l'on obtient en réalité un diarrsmme fonctoriel commutadif

27T ARCIE, Om mourreit encore Sraduire cethe pre7riété en aPmNSd a R "
. . . E By e———— T
les mornhismes fonctoriels + et T suu-mémes sont transposés (ou 4 T
Qﬂgﬁﬁd 1fun de 1'autre. Tar le notion de foncteur dual, dégasée e n w r
T.3) trouve ici un domsine 4'anpnlicadion. Tn ef ?hﬁku@< et -
¥ Y 5 e »
- R -~ Ly y g @
,s<_v_a®<_, et l'on nesse de 4 By—Tyy & T: By par dus- T H

%4 fou transnosition). Les =pplicationsg intéersles a* 1e produit tensoriel &. En opérant

o)
iote

% . zvec le morphisme Tyr que 1'on décompose dans la catégorie W, on met
2s e=nrlications nuclfaires et le wroduit temsoriel &. Rien n'empd 0

évidence deux espsees de Yaslbroeck. I'un, socurce de Imvy,, wodm

‘intenant de décomposer canonicuement le morphisme t. sous la fo .- s )
S : - ke YIBY', egt exactement l'adhirence de T'8Y' dens l'ele (£(Y,X Mg

2 houle cowmpacte est obtenue nar intersscetion avee celle na.MhM N u

o

s
I'autre, but de Coimvy, 2st 1'esnace anotiens AM_MM4ungwA0v aﬁhw.

Imt, hy.Zoint-, c& oul met en avidence deux egpaces de Banach,

1'un ocui est le but de aoMEwA et Il-sutre la source de HE&N. Comme

. N .
PP - y : ' » 1 acl ant et noté T, %u
ge Tédult 4 une injection sur I®Y, on voit oue l'espace source dé de sa structure d'espsce d= tieelbresck quoti K < ).
178y coincide avec 1'adhérence de &Y dans 1'espace LOY',XM)=B(T', (1.5.3) DEFINITION. Cn dit gue l'espace de Jaelbroeck &@h
C

l'espace des epplications iptégrales de Y dams 1'%

¥s| HmQOSSmHﬁ donc ieci l'espace prodult tensoriel & noté habitueil
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Et 1'on consbate sussi gue Mmm.q.u et B sont en réalité des bifonc - » o
teurs et que l'on a réalisé un disgramme fonchtoriel commutatif, (1.6.5) ZECZCSTTION. C(T,X) = C(TIRY = LX,0(m) = LO(T) , X

exactement duel du précident 4'aprés (1.5.1)

(1.2.8) COUOLI'ITE. Soient S et T d=ux espaces compacts., Alors .

By = <, CISxT) = C(S)8S(T) = LiM(S),C(T)).
w h £ Llespace de Weelbroeck M(™,X'). T'espace T étent toujours ooaﬁmad,a
nhw % 5 °n est en droit, par duslité, de définir un espace (de Waelbroeck)
e —— Sy

de mesures vectorielles par 1'épelité Wm, 1) = {(ClT, 1)1, Alors

Laz duslité des deux Qizorammes trsduit en fait les dgalités (1.5.7) FROTCSTOTON, T,y =MIMBY - m%mnmﬁqu.u = (C(T,X))" .

(1.5.4) TROPOSITICY. (YRY)' » LT ey (e Brny® . wpﬁw.“xv.

]

(1.5.8) COROIICTTE, Soient = et T deux combacts. On a 1

DTy = MEDNEHTY = LS ™)),

REVARTIE, Le terminologie {(spplications intégrales, nueléaires) es

empruntée & frothendieck. Ies notions introduites ici sont presque - 2 4 .
- = g que i 'espace de Brnoch Mw@%. fous traitens ieil mw en espace de Eenach,

les mémes que celles de Srothendicsck comme on va le voir plus loin
q j¢

o]
. R , 1 & - ¥ 5 mm
Cependant elles sont traduites en resvectant la dualité des catégo dorc son duel Iy en esvree d- Uaelbrosck. femarquons, comme on le

” - - - 3 3 . Id ' T I3 . e I3 * bl 8
ries B et W, Ce procédé "réhahilite" las applications intégrales e vérifie aisément cue les 4léments mwnmnwqumHmmH constituent une

leur fait Jouer un rédle exsctement gvymétrigue de celui Soud ar le . . 0 N P
J : - v P " Yhage" de 1'egpace d= Jjaelbrosck ﬁ%. On envend par 13, en désignant

m"mmwumh% sfécrit, dans
t

de 12 gue toute applica<

applications nucléaires. On nourra s'en conveainere an varagraphe

% & ¥ ] .
suivant et au chapitre 2, par &W 1z boule compscte de qu cue tou

[}

L - o - .

L o L ) . l'espace tovolosique Ay, E=) §,E.: I1 sui
Tormes bilinéaires nucléeires et formes bilindaires intégrales. Le: - 21

7 - - . gl

espaces Hwﬁ&uuxv et £ (Y,%') sont des espaces d'spplications linéaj

res. Ils sont écrits en détruissnt volontairement 1a symétris de

. ) N . sz " - Y
tion uwel{4;,¥) est complétement déterminée par la famille x=(x; ), o

Hmnﬁmva_ mmwouw_mmmwwdm :mmuum mhwu, ce qul ovrouve auxiliairement

et ¥, mals 1'avantage en eet dans 1'obtention de tous les foncteur que la femille (x.) est sommable dene ¥, de méme que toute famille
"en Y" qui s'installent dans les disgrammes. Four rétablir eette z

symétrie il suffit de leur faire omawemvoaaum des espaces de formes
bilinézires. Cn surz ainsi l'esnsce de Banzch mwmm_uw.v des forme
bilindaires nucléaires sur T'xY' et l'espsce de Waelbroeck mﬁmwgﬁv

des formes bilinésires intégrales sur Y.Y.

(§.x.) -k e by, msc snt t t tout
(§5%;) pour ¥=(k;° 1- Réclproguement on peut montrer gue toute
famille wnmxuv sommable dans ¥ a<t telle que boute fapille mmwﬁwv

" — Do
soit aussi sommable dans ¥ nour touke Mnmwwumﬁﬂ. Zn supprimant les

. détails (voir dwwamxmswwm Grothendiect (G3 : I p.2%0)) on obtient 3
L'aspoce S(T.X). Etant donnés un =space compact T et un gspace de E

= o~ o T H» LAy £~ s
Banach X, on désigne par G(7,X) l'espace de Banach des fonctions {1.5.9) FRCPCSITION. L'espace mwmm, émel & 1'espace HA&M,NV s'iden~

continues de 7 dans X, muni d2 la norme de 1la convergence uniforme’
sur T. Evidemment C(T,¥)=C{T). Cn associa & chaaue feC(T,X) une

application £ ¢ T'w2{T) en voesnt W\N.umdvnAwmdu,H.v . On lsisse:
au lecteur le soin de retrouver le résultat bien classique :

tifie a 1l’espace des familles mumﬁwume sommables de X, Eﬁﬁu
de la norme :

R PERIEN [ 30 W PN P
n L . :

Su
iefl ieJ - XA deX




~O G

Ca en déduit, grfice & 1'interpritation de hwawf AMV comme 1! espac =

des familles sbgolument sommables de X, que le morphisme canonigu

NHEMIIWhW>M est injectif, ce qui fournit 1'égalité ﬁwmkﬁuﬁunhwww.

puls par dualité les résultats -

{1.5.1C) ZOROITAIRE, Soient I 8t J deux ensembles et ¥ um espace de

Cn o2
Lz

Banech.

ot L2507 L .

= L8z, x) 8%y = Y1

APDTTLATTON S,

Aprl L. Zeoresentation d'une anplicstion nucléaire. La définition de
Hymﬂ_wxv et l'expression ~4nérzle d'un point ze&X8Y donnde en (1.4.3

montrent cue toute srmlication nucléaire cmbwmw_.xv est

suites x &4, %umm {on peut méme supposer

et [1.4.12)

définie per 1z donnde gde

- 1
X ———e0 &t v_--a0) et tumtmwmm selon ﬁm%_vuM”HbYA%n.%.VxH

n ‘n
£>0, on peut choisir les zuites mNdv,

De plus,
pour tout mwau et U de fagon:

cue ful & U5k € .

Reprégentation intézrale d= E@Y. Scient (X M et (Y,8) deux
egpeces de Waelbroeck. Cn ss8it cu’on no2ut exprimer ¥ comme nnowpmﬂd
de l'espace de Waelbroeck W(A) en mettant en place 1'épistrict

P WR)—»% , suffisamment 44fini par la condition 4Awmvum pour
tout aed. De ménme J‘anomull!m“¢‘4mmwuuv pour tout beB, est un épi-
striet. On en d2duit, en suivent (1.5.9) et en identifiant W(A)EWE
ot M(AB)Y per 1'epplication £, 88 ~—>E wy Puls en avpliguant (1.5.8

4

H.HH%;&wilvmmd tel que mnwmkunmad. I

Lpnl 2.

1texigtence d'un épnistrict ¢

stensuit oue le dispgpamme

® -
%t&  — L T

) |

Te(A8) — 5 38y

est commutatif, ce qui identifie nécessairement P & 1'spplication

définie en (1.2.15) et conduit, en utilisant 1a remarque associée,

wi0m

(1.5.131) PROPOSITICN. IL'énistrict I aﬁﬁ»;mue:wmam donne pour image

de toute mesure yeM{AB) L'intépraie faible

v = 2@bdw(a,bh)
¢ o

“ perticevlier, nour tout Aliment zeh¥@, i1
@

exigste une Eﬂwcum
cmﬁwm%«éw telle nue .uu.h« a E
i

dlme appligoation intéer-le. & ce aui vient
o AL £ nrt
e vgl-{V,%T') est
ivive 31 1'on veut,

‘onl %, Tanpdasantoticn
e cne toute zonlicaticon intéerale
ditfinie ==y su moins) une mesure veM’ '.7'Y, nos
= f=ibla exdzs\”. 1.Aagw_vm.utmq_,w_ , euhrement dit

- '

ISPV T RN

-1

LY

1Y Atant
4 ﬁ.ﬁmu._x_w-u‘

nour tout xe¥ =t tout we¥, 12 boule compacte &miﬁwmm¢
cue o déerit la houle commascte ﬂﬂmurd_u 4

3

ot dag ar=l

nz nucléaires czhtionsintégrales.

Chaoue smnalication nuslénire :mwwmm.¢mv

ezt dair gue

nuclésips sur T, I1

la permutotion da ' et ¥' £%ablit un isomorohisme d'esnaces de

. 1 . -

2nrgh entre T5(XT,¥Y7) et o~m<_“m_ - Ur cette permutetion correspond
. X . ‘s fH

eyncterment £ 1'isorornhisme ds transposition entre I-(¥',Z) et

(1.7.1Y TROTCSTTION,
*ﬁuoowm nucléaire ot de méme norme nucléairs.

Ta trensnosée 4'uns snnlicabtion nucléseire est
hi

JFCPOCITICON. Ta trensoposée d'une ennlicstion intégrele mmd

(1.7.8°

*oaooﬂm une annlicstion intéegrale,

Jorectére fonetoriel.
hC, 0y et (L, .). ¥n fait i1

~s ooul se fz2it icli A
zpplication nucléaire et de la représ

Toue zvons affirmé l'existence de bifonecteurs
que l'action sur les
partir de la repre-

faut prouver
morphismes est cohérente.

gentation "sériellie” d'uns
tation intégrsle d'une annlication intigrale.




~ 100~ wl07

(1.7.3) PROPOSITION. Soient uell {(Y",%} une application nucléaire,

3 L'intérét d'une telle anrlication est bien illustré par :
Voesft (Y, ,%s) une enplication intégrale, p : T—aX, et
. a 1 Y—a¥, des norphismes de B, p' : TlesX' 8% q' & Yies (1.7.5) IZ0DOCITION. Pour toute apnlication nucléaire smbwmw_ )11
Lo leurs morphismes Transposés axiste des morphismes p R 2 a— —=F, q Loy et une mvdﬂwaml
A B 1
& &5 ol a - o e p' tion nucléaire-type By : w ~=2> tels oue u se factorise .
¥ A 3 Y st b e T 4 Y = Y =t
g >3 k [44 it ] By .U-D|an.m~ :
%] :
¥ 1 ar
. \ ;s —z
I'application us=puc' : Yi-——X, e¢st nucléaire et =ﬁe=wm=n=
I'application v=p'veg : Y—=X' est intégrale et contenue omﬁ du
dans la boule compache de hwﬁq %*) lorscue v, est contenue i 85 X
R e S o .
dans la boule compacte de ZL1(7,,%!).
um. vo lifeiprocuement une senlicaticon fsctorisfe ds cette maniére
v.s v i e ._1 .\.‘n - 4.W\ i o~ Ll‘ L L5 3 W ;
polication nucléaire-tyne. Nésimnonc %Youdcurs nar LER et letl les s24 Bien dvidamwent mneléeire.

espaces hahituels 0} et m:. Soit 4 L'zmniication diagonale :

PRETYZ. On menrizente uwo-or T'Aliment anMHbsHs@dﬁm Y, avec fx i<

A 1 PP 2 d(nd=ln,n) . .
=ds=m"u at tht Jmmw I1 =it salors de d%%inir p et ¢ par les éga-

8 e - 3 L4 .
Cn lui zs=ocie un mevrnhizme §' ¢ £ ziivm de la cabérmorie O, d&f ;
. s 1iths v M“w ot alp) Muds o nour vérifier n=p.Az.o' . H
EY o = = ™ PR A : 4 " B
par (§ B, 1«3 n m;,@|mﬂs,BUn et ver transposition un morphisme
1 i - . . N .
$ g’ liim:sz de 12 czticoris B donni par awmv n,m" %sgmm si AMﬂv sooLication ingirrale-tyne, Iz nrocédure ez enalogue, cela pres

oue l'enzamble ¥ &5t remnlacé per un ooaﬁmow cuelcongue 7. Liappli-

cation dizconale 4 : T—eT,7, d(t)=(t,t), donne nsissance & un mor-
phisme §' de B

Comme :wm=wa=m=H, on voit gne ¢ est un monostrics, done &' est un

et, par ftrensposition, & un morphisme § de W avec :

éplstrict de U. Désignons par mvﬁmmdﬁu les éléments de la bege de L

On gait qgue 1l'esspace thﬁ m.M@mmﬁMwwmww.nmﬁmom 28 NH mummmoowmﬁd

C{IaT)—aC(T) (3'9)(8) = £(x,

i=2
e

-

& tout §=(L, ) 1'élément M wa - .8E,. Far silleurs, 1'spplica-
b

]
ku

it

§ ¢ MM T TaD) (3p3() = [ 205, 8)ap(t)

tion eanonigue Pépten P41 stent injective, on peut identifier

1a .1 — Cn constate aisément gue m_ egt un énistrict (car doﬂdm fonction
L840 et 1'espace ! (£, £7) comme on & vu en (1.5.2) et (1.5.10).

~e0(T) se reldve en une fonction Fel/™xD) d2 méme nerme}, done §-

Linsi 1'ezpplication diagonale 4 fournit un monostrict A: ﬁirwuéu est un monostrict. Par silleurs 1'identification %m espaces MW{TxT)

et M(TIMT), vue en (1.6.%), se fait en essociant & toube me sure

, = 1 - - PO . =
donné, pour §£=(% Jel ,par Ag- £ 8E et vérifiant done,si m=(M_ )¢
¥ mm ¥ Mﬂmm eon 1 Jﬁ LEM(TLTY 1lintégrals faible % g 8E @tmm t). De plus M{TIFWT) mmw
Mx]

ies égalités thwuuMﬂmadmmsummﬁ¢buum.w . Résumons :

2

est encore édpsl 4 l'esoacse L%Acm )Ty, de sorte que d wmwsmd ia

(1.7.4) TROPOSITION. Toute suite mmmw 4éfinit une spplication nuclé définition 4'un monostrict A aReullwgmmnmﬁv ﬂﬂavu wmﬁ :

menwmmhwah% &Hu par 1'&ealité mmdvum.d . L'application
A p? Hm@ﬂ 21y est un monostrict.

R §08,Gp(E) et Be)e Rmam,m¢vm ap(t) = ‘% mmﬁvmw@xﬁdv

pour peM(T) et geC{%). Cn recomnzit dans la @msﬁpmﬁm Hb&wmumwmawm
nesure g.u, d'ol : . B

Une telle applicationAg sera dite application nucldalre-type.

§
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(1,7.8) PRODCSITICN. Toute mesure $eMT) définit une spvlication
wbwmwamﬁw&rmmmmammvuﬁﬁeuu par 1l'ésalité D.mnv P T
ITt*apnlication A "4Aheullvth0mev¢sﬂ@vv mmd un gosomeMOd.

Une telle =zonlication b&rmmﬂu dite applicstion intéerale-type. =t

(1,7.7) DECRCOTTTN, Ponr toute apmlicetion int dorele dmh.m& )i
existe un compact T, des morvhismes p.: X—mC(T),q : Te—bG

€% une omnliecstion intéprele-tvpe Ay 2T)—»WT) tels que

v ze fackorise en va D,z :

a,_ 7 !

o(T) D amyny .

Récioreruesment une ann

Selpl
ageth Avidemprent u._.uJ.W_mn..H.D

]

CREITVE, fn détern

v per la donnée d'une mesure y, positive si

| .

ine
l'on veut, sur le distue comnmret T=2'x73' galon 1'4malité :

vz} n.\ C¥ iy xdulint vt
L ™t
S 4

et 1l'om “47init les rorvhismes p et o par fa)(x',v d=<x,x" et
fawd ! v Vagm, 7'y, Jlors Ly,n' b%.aqv \‘JN ay AT A& vyy. B

Relations entre anplications intéorales et apnlications nucléaires.
I1 existe des relations trés symétriques entre ces deux sortes
d'applications dont 1'étude fait 1'objet des deux théorémes de cet:

alinéa.

(1.7.8) I"=077ME, Soient £,7,03,H des espaces de Banach et U : I aws?

me anplication nucléaire., Pour touts ved(G,B') &% toute
wel{F,H'), 1'application wuv : Ge-»?' est intégrale. De plue
lorsque ullyg 1, 1'epplicetion &, : (v,w)—»wuv du produit
LG, B xJJ(F,H") dens kwmm,m_u est un'morphisme bilindaire
ooﬁumowowoﬁw:ﬁmﬁ

FEELVE, Par la dernidre phrase on entend cue ®, est une annlication

=10%

continue bidisguée du produit A{G,ET). A(F H') des boules compactes
des espaces.L{G,3') et L{7,¥') dans 1a boule compnache &wmn, _u am
w.mmﬁmam.hHmm,:

Dégignons par bqw_. D regpectivement les boules dag egpaces de ﬁmsmow
E;7,G,H et par 4',3°,7,D' leurs boules duales. On peut tout @mmspwm
supposer QS=HA 1, ¢m<vﬂm_ et émudﬂ:. I'anrlicstion 1 est @wﬁwﬁwm

par les suites ¥€h, ¥ LB et D \c umh avec ﬁmmwA 1. momQSmﬁwuzwﬂmu_
et Nmuq_xwwmo.w de sorte eu'il exlste une 3¢nzdmhunMHf3m¢_mmr“ Umwwmm
nEl T

par le campact D' C' =2t de meese totele <1. T1 ezt nlsir oue u. li-
catlon wuv est définis par (wuvrdlzd= \‘_:_AD,N Dutdu{tt, 1), ce mﬂw
montre blen que T (v, W) =woved (3 LT

I reste & volr ous ﬂw est centinue sur le profuit KI5, ' AR H1Y,
Cr la reprhsentation de wiv nsp s meours e ose treduit e une fac-

torisation
ﬂ._ﬂm.
H]
@d
LI, m w0 Illt::i..,.v...Hua:Jw;
BU1a £léche verticale esh 1'inistrics ~:ng-irue == T et Aéfinie

@mH‘dm<uEuu

3

ol T e
H.o5 &L T suftit donc de vari-

t'es'd w_-ﬂ./«
H,U_,Q— -W.—.\A

fier la nrowriéts pour U en nlace de ®,-

Déjd U envole AIT, T AT, T cang 1- houle cempachks DI de HIEG.

Pour wvolr la continuité de ™ 11 fzu
bilindaire £fe307' 2 )={1'@&3' Y,

mquﬁuilvm DRSS A0 nM L Pl vix,)

est continue sur &G, A(T,7'), Cr che-ue sp-licohion

o
o
R
3
j=4-

ier rue, vour touts forme

1
¥
3
ol
e
=
0
Y
o by
[=5
o}
3

T

ﬂiqn.,qyl.ﬁm.&;.,_‘ﬂ«‘ﬁ* A J

¥y est continue. La preuve est done conséouence e la convergencd.
normale de la séris vpuisque |u, Flay, v g Yol

Etant domné un espace de Banach X, on peut munir son dual Ne.n ne
structure d'espace de Banach. Pour éviter toute oompmmwoun noﬁ
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noterons =2lors par ,dmm ce dual. ILe bidusl <=ia4m/. deit done
lu dans W. Evidemment 1l'injeection cenoniqus J ot XY egt un
ment de l1'espace L(¥,7"), as qui fournit le corollaire

(1.7.0) 20nerr2TI0%, “eient Z,7,7 fdes espaces de Smnach et u ¢ EY

une spmlication mueléfaire. Four toute ved(3,3') 1'apnlica
juv ¢ Ges=7" eat intégrsle. Te plus, loraque =s=wm.u, 1'ap

cation v—mjuv est un movnhizme (de ) de 1leznace L0510
dane 1'esrace mea,wzv.

" v . ! =

e mopnriiféd sv-loeus svec les eoniications nueléaires ve ='énonce
aingi
(1.7.17Y TS 7, Seient 3,7,7 des esrrces de Ponach et 10 ; Feem?

zpnlicaticen intérrale. Pour toute el (™',7) 1tsprlication:
2 nrolongz en ome spniicstion nueléaive 7o BMeaB, Te ply

lergove (AR, on weut cholirir 2 pour ~ue §f H,g1 chague
Zoiszs nue f[wigl.

g
ot

j‘-ﬁ‘—(“j

:\\\\\\\_

PRAEUVVE. On peut surposer tout de suite u(i)CZ' et §wlh<l (le passa
i 12 condition [wli€1 étant ensuite ivmédizt par homothétie variabl

Cn salt =iors rue w(B') est un disrue compact de H, contenu dans 1
boule cuverte m de H. Te cue l'on s2it des compscts d'un espzoe de
3znach permet d'affirmer ou'll existe une suise {4 vmvw« contenue
dans D et convergente vers o, dont l'envelonpe disquée fermée con-
tient w(B'). Désienonz per I le compsact formé par la suite (4 VSVQ
ot 1'on a rajouté do=o0. lors M=I(I) est un disque compact de H
tel nue w m,unzﬂw. J0it maintenant ¥, 1'espace de Yaelbroeck de
boulie compacte M, apvlication w se factorise évidemment & iraver
¥. et 1'application obhtenue

ue W : F'—s¥, est un morphisme de W. I1.

suit de 1% que wu : E—s®, est intérrale et telle que {(wu){A)eM. C
peut denc la revprésenter par un é4lément zgi'GM, Or on sait que A'B

~105.

fapmée FLATEEY et 1'égalité M= 1nHu mauhm

B ude
‘Hmawpmmmsw w,W?uﬂmb_awv 2t wéme A'@=T(2'9M) vuisaue A' est mwmoﬁmm.
a

Cn est donc ramené £ la rernrgue précédant (1.2.15) od 1°* on prend
T=i'%1 et £=8. “insi il evishe uns. ymwzﬂm%ﬁawn '« L) telle que H¢oﬁ

ait, dans m4mﬁw, 7= _x'@ndu(x’ k). Or m;lerI;m.xyabw de moHﬁm aue

Jest en ri2lité Adfinie nEr une suite mwsv de mesures ®0mwﬁp<mMamﬂﬂ
kg

ie
o mmwou.t@MHy Be, . Ta suite (A 1IN est dans L1 car MHkunHuﬂmaHv.

2lors muMHHm\k &_m» fx'Y¥@3 . ¥eie 1'intémrale x'dA_(x') peut.

I n n : o
ot a'gl! et 1yfqu de mcwwm

que, en risumi, z neut a'ievips nnM L2 8 dans E'&H,, ce qui

prouve suffizezawent que, nour tout xe® 2% bout t'&%E’ (un tel t'
définit bien ur 2lément s % Y, en 2

Lz, By = M tqu,mvamuqd.v

Ia formule nricddents rontre aue 1'on peut prolonser wu en une - mvwwwl
e £ 1 TVewsd A&7imiz par F{vM)s M v <x" a4, , qui est nuclé-

gire ds fzcon Zwidente =t telle ~u= =+.__MA MH_ ol e __A.._..R,_u

(1.7.11) 277CERT, Soient 5,%,0,F des sspaces de Banach et 0 ¢ FeenP!

e crnlication intderale. Tour toute vel{5',E) st toute
wel{F',43), 1'sronlicetion wuv : 3'=sH egt nucldaire. De plus

si u(t)cB' (c'est-f-2ire si u est contenue dans la boule
compacte de LE, 7)Y, 1liapnlication Bm : (v, W)y du pro-
duit T{(3',E)}I(7',2) dans .-ma_..u 2gt un. "morphisme bili-
néaire”,
DRIV, oat A s W LA
e L Lh \\\\\\\\&V
d../fzww:\\.\...w
On suppoge fJwil€ 1 et Ivig 1, et 1'on prolonge wu en £ : E"—wal avec
T nucléaire et ¥fi;< 1. Alors V=jv : G'e—mE" est un morphisme mm.a

{car v est faiblement continue) donec wuve 7Ll (61, E) mﬁ de bHdm
ouvily & il < B
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« La prooriété d'apnroximation.

Yous n2 reprendrons pas en dA4tail 1= orobléme d'approximation. Tou

les résultats connus actu=llement se trouvent dans (G3) {veir auss
vaelbroeck { %)), Cn 41t ov'un espace 4e Benach Y a lz propriété

¢'approximation si et geulsment si, pour tout ¥eB, le morphisme

canoniaue Y@YV—al{Y' ¥} ezt indectif, In szit cu'il revient au mém

de dire aue, vour tout Yel, le vrodult tensaris] glzébrigue X@Y eg

pertout dense dans L07', 7Y,

ZTag définitions se lsissent treitsr “onctoriallement. Tn effet, dan

iles diagrammes fonchoriels fransnosis 1'un de 1'autre
~ + . = T
u H .
e = ——————ci
.MM\ B A v ) @M._ nth
| l- s m,
N ~F -~
i t 2 Copl < =
T oy mmemm———" Ea.w ....ﬁm, R @wl

est un isomornhisme fonectoriel, ou bien que
peut donc affirmer :

alles exprirment
isomorvhizme fonctoricl. On

cue p

(1.8.1) mE90mEes,

Ies 34ﬁ0d3>nmn siiiventes sur l'espace de Banach M

gont Afcuivelentes :

8) @M = WW_ .

.wu,mw M Lyr -

c) mw.n k@ .

a) ma.u LW .

Torsautelles mobn.qmwmemmm, on dit que Y & la proprié
é'approximetion.

Tl est done manifeste, lorscue Y = la propriété d'approximation, g
P L -
le foncteur 8, possgéde un foncteur I-adjoint, qui est ®4‘ et que 18

foncteur mw_ vossdde un foncteur ol-adjoint @M. En fait ces propriés

sont suffisantes pour entrainer aue Y a la propriété d'approximatis

(1.8.2) THECREFE. Les hypothéses de (1.8.1) sont encore Zquivalentes
& chacune des hvpothéses sulvantes :

o T

&) Le foncteur w< voszade un L-adjoint.

It

) Te foncteur &, possade un L-rdjoink,

ZAmontrons 1timplication e==sb. Seit & : Yemptd un MouOﬂmsH

Teadijoint =u foneheur @M. Pour tout Xel et tous wma on a ¢
L@, = 1%, N@%V
En prenant %=X, on obtient 1'4ralité qmw LF(XY,B), puis avec le
17 éqalité Y« ﬁuaﬂvu , dfol Y'=0(X) et Z8Y=L{Y’ y3}, ce qui prouve H_mmml
1ité m%nw<_. On démontrperait de méme

l'implicetion f==pd. X

Pevenans su ces géndprsl ot

) 3
sutz2lors le foncteur 8y ne vossdde pos nécessairement ua I-adjoink,
on peut volr gu'il conserve cepsndant qualaues propriésés de commu~-

tation des foncteurs admettont un I~adjoint. T

l'on ne fait aucune hypoth ése sur ¥, mwww

t de méme le Hoho&mdﬂ
8y: conserve sussi cuelques propriétss de comrubation.

E
(1.8.3%) TROZOSITPION, Te forcheur @% commute aux monomorphismes, sux
monosgtricts et mux puisssnces finies dans 1=z

Toncteur mﬁw comrute aux moncnornhismes, nux

catégorie B, ILe
monostricts et

anx pulssances cuelconquas dans 1a cetéporie O,

1 s Ye—en¥, est un moromerphisme {resp : un monogtrict)

de m, le dizgramme commutatif

H<_msu

HDAM.n uNOV

8, {u}
Y h =

O 0y i

7

Ed
X .87

o les fléches verticales
]
&,(u) est un monomorphisme (resp :

gont des monostricts, permet de voir que
un monostricth).

S0it maintenant 7 un ensemble cuelcongue. On sait que 1'espsce de.

I mz

Banach produit ¥ a la propriété d'approximation, ce qui .donne:

1'égalité ¥ @;xﬁﬁ gm ) pour tout YeR.
pour &viter toute confusion, par X le corps K lu dans &. Alors.

Désienons provisoirement, -

Nwmwunnwwuwm.v%. Tupposons maintenant 1’ensemble I £ini, mﬁwmmﬂ

commute aux sommes directes finies de ¥, on =& M%HVWM_HM.AMV ﬂ,o
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g I . . \
par dualité K @X=X". T1 suit de 14, gréce & 1'asgociativits du =

duit 8, que WEr=(xTé0)8v-r a(x8Y) - (xdN) T, co qui, pour le foned
®%u termine la démonstration,
Pour le foncteur mﬁ_ le raisonnemant est le mdnme en dnﬂgmdmaﬁ leg
catégories B ot W, Mais comme on sait que @M commute zux sommes
rectes guelconaues d= 3, 1'hypothdze de finitude deo T nlest pas
retenir, Ta démonstration se termine en utilisant 1=z nropriété

d'associativité du produit 8 Ransz la catégorie W, qui se prouve
des erpuments évidents de densité. T

:

les foneteurs b et B, Zour aller plus loin et examiner une ricipn
que, il convient de revenir sur la notion de bidual. Fn Tésliité 1
correspondance Ntt@%: définit un feacheur covariant § ¢ Beeslli, Ef

lorsqu’on asseccie & tout espace de Jaelbroeclk X liespace de Banag
bE= mv obtenu en prenant pour boule unité 1s boule’ cempache de %,
réalise ausal un foncteur b : W—aE. Cela étant, 1la lislaon entrs
et p est vue avec :

{1.8.4) PROPOSITION. Le foneteur ¢ est adjoint & gaubhs au foncte

\

EREUVE. L'égalité Hom g (X Umuzmaﬁa,q:mv provient du raiv gus tous

morphisme u : M:t?dw est econtinu pour les topologiss faivles #(¥, X
et Qﬁﬁ cmu il admet donc un unigue prolongement ooddybw«wmﬂd ceg
topologies et qui envois la boule compacte A" de X' gdang le bouls
compacte de Y,

Avec cels on peut maintenant prouver :

(1.2.5) TAROREME. Pour que 1'espace de Banach Y ait e %ﬁeﬁ 16k
[d'approximation il suffit (et il faut) 1l

commute aux produits queleonques de la cmdmmaﬁwmmﬁw

ZREUVE. Avec (1.8.3) on voit que m&_aosaﬂwm alors aum limites
gauches dans W. Or le catégorie W est localement vmwwwm et poszide
un séparateur, mwuw occurrence le corps K. Un meonHm nmwmmodpnﬂm
de Freyd~Mitchell (M3 : V.3 th-3.1 &% cor.3.2) assuré. ,mmnm,omm
conditions,l'existence d'un fonoteur O : Wzl , adjoint w,wﬁmawm

au foncheur 8yy. On a done, pour % et % dang W : »

~100u
Tom (%), Z) = on e (% N@;w.v
En faisent E=Z=¥, on recueille mQﬁaﬁﬂ«mv,Nuumoaﬁmwnaqw. d'od H.ow
dzdnit moaﬁmﬂmﬁaﬂgmus oq.mw,.:q N WWuQﬁNV: et F(K)=Y", Sn ﬂmdm:
2 Z, on ¢ moq;mﬂzuNpuxomfk N@# ), ce qui donne encore 1' mmmwpﬁm

=]
m
i3
ot
e

derniére Tomg (- Nwd =Yom ﬂkn“Nmm_ . 0r le nrewmier ensemble n'est autre

aue lo boule comnacte de l'espace L(¥,LY et le second cofncide avec
lz boule compente de ZR™', Tea daur espaces de Yaelbroeck JL{V,Z) et

v

R sont denc =zl=dbriquement égsux, ce gqui mﬁmew pour entrainer
leur identité dans U/, vuiscue de toubte Tacon Z&Y' est un moﬁmtmmwmom
de LY, Z). (n 2 donec prouvé {cer toutes les égalités ouil wsdquumbl
nent sont foneterielles) 1'ienlitd des foncteurs m%. mw.hw¢ ce guid

nous reméne 2 1,°.1,3), ¥

n

BT DCUE, I1 reste, pour en terriner avec ce premier chapitre, &

neser deux ovestions non résolues.
A
1. Iz comrutstion du foncheur m% aux produits finis de B
nlique-t~elle sue Y a la propriité d'approximation 7

Yy H‘

. Ta commutation du foncteur ww_ aux nroduits finis de W
(comnte tenu de 12 commutation aux puissences quelconques)
imnlique-t-elle la compubation asux nrodults quelconques,
donec mue ¥ a la prooriédté d'appreximation 7

Il est d'ailleurs inutile, =u suiet de la guestion 1, de supposer
&

cue le foncteur &y comrmute fux nroduits guelconques dans B pour

pouvoir appliouer le théoréme citd de Freyd-Fitchell, Fn effet

Py
A

(1.5.3) PIORCEITIOE, Cn supnose ocue le foncbeur ®y, ou le foncteur

Ls1y commute aux produits quelconques de B, 2lors Y est un
sgnsce de dimension finie.

2

EREUVVE. Commencons 1= démonstretion avec le fonctenr @y. Ie théoréme

[y

de "reyvd~ritchell Dprouve que mqnuamﬁ un adjoint & gauche dans mw.
soit 7 i B—swP. iinsi, pour ¥ et 7 dans B, Homp (T(X), %)= ﬂoﬁmmh¢t®%u,

et, avec ¥=7=F, mosm Y, K =0 gﬁﬁwuﬁu. Dogons E=F(K)el. Alors

moaﬁmﬁ Y uoanm SO ¥=Tor (T %JV iAe sorte que Y=1!, Mals, wM.Nww ﬂ

oy s >

Cette Apalité prouve que l'iden

=E, on mtﬁaﬁ,iL tﬁm?u
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1. est un Alément de TE™ s“ done se vrolonze en un 4lZment de Hnmagw

Ex 2. Plus généralement Waslbroeck a montré (43 : prop.&.1
et cor.7.7) gue tout ecc dénombrable (e¢’est-d-dire admettant
un systéme fondamental dénombrable de disgues aosﬁmnﬂm=vmm
est nécessairement régulier et tel aussi que c%=c¥, Ie &ﬂmw

¥ d'un tel espace est évidemment un espece de Fréchet.

2

{ce & cuol on serait arrivé en rertant svec le foncteur Hd.v
particulisr elle envoie 1r houle compache de EY, et a wowwwouw la

boule unitt de T, dens un compact de I, ©e gul sssure bien gue E,
. K

iD

pertant Y=, est do dimenszion fini

Lo duslité entre ece résuliers et elc copplets. Zoit ELCC 1a omﬁmmaf

mme £-nlicatlion, on en %ire aue 13 condition ds finituds du premi . " 3
o : rie &zs =2lc séparés et somplets. Elle contient la catépgorie B comme

o
Loy
théordme de commubtesicn eat aszg

ntiells et ne neut dtre dépasssée
non pleine puisgue les morphismes de B sont les mnoer-

e
5 42 boules, Les résultats sommairement acquis au chaplitre 3

(1.7.7) 2C0TI TR . "1 ¥ 22t un esnace de T“enach de dimension de 1= secende partie, m2's que 1'on pourrait dévelop cper fonctoriel-
infinie, le foncteur Hi_ admet un necteur f-adjoint et ne - lement, se ricrivent ici en introduisant les deux foncteurs de dua-
commute niz B2ux srodaiss acmwooﬂgsmm de fF. 159 & ¢ (Ion—aB 0N V=T, et D o: ECCR—sFLOC, DX-X™, sous la

o

rme D=l et BD=1, 01 cen Sralités sont des isomorphismes fonoto—
rizle. I1 suit de 13 gue :
SUATIONT & i DUATITE WM BT OCVPIETS BD RO RESULTERS.

(2.71.1) ZI0VCSITION | Taz estéoories LA st ECCR sont duales l'une

1. D=3 ece répuliers ot 12 duslité.

5

Four expliciter cette pronosition et rattacher la théorie & ecelle

- s . x " p . des 2spaces de Banach =t de Jfaelbroeck, désionons @mu.éng la base
tn revient maintenant £ une ‘tude plus nrécise des ecc régullers ¢ . , 1
. : . ~ . : dz [iltre formée des voisinares de o disqués Termés d'un elc complet
infrpduits dans le chapitre 35 de 1a seconde vpartie. Rappelons gu'un d i . e

= R . Zet par (X)) I'ensembls Aes disgues compacts" d'un ece régulier X,
“el espace ¥k 2 un dual % qui ezt un elec complet séparent k. - ) ) 3 - C

tout VeV(X) on essocie 1'eepace semi ~NOTME Mq et son séparé-complété
7

EVPT TS,

o

mplet, que le limite projective {(dans

T

la caté-crie 617 ou dan: 1- Bonach

Q

% 1. Soit (£,A) un espace de Waelbroeck, Om peut troiter ¥
en ecc en définissant les "compacts™ de ¥ comme Gtant les
homothétiques de 1= boule compscte de ¥(en Tait on obtient
ainsl une base de “compacis®). T1 eet cleir aue H_mm@mmm de
Banach Hm dupl de 1l'egpace de Waelbroeck X, est aussi le
dual (en tent qu'ele) Qe l'ecc k. Le théordme de 4mmwsuomow
1.2.12) & donc assuré gue % st un ecc régulier.

De plusg on recomnzit dans les topoclogies ﬂo et el étudides
en (1.”) exactement les topologies des espaces om et ¢k
définie en (TI.1.1) et {IT.%.2). tutrement di%, pour un
éspace de Waelbroeck % traité en ece régulier, on & 1'égall-
té topologique of=2¥, et son dusl est un egpace de Banach.

mhteorie ETCT) de2s espaces de

¥, ©st précisément 1'esnecs L. Te méme & tout AsK(E) on associe

v

1'==pace de Wzelbroeck Xz, donbt la boule compacte estdb, et 1'on

veit a:s3itdt sue ¥ est exactemsnt la limite inductive (dans la

ceartigorie BLC ou dats la catégorie BOCR) des sspaces M%. La lisigon
entre les deux types d'~spaces est régle par ;

(2.1.2) ZROICSITICN, Tour tout Ve'W(X) on & AM 1= Yo et pour womw:

AeR(®Y on a nﬁ%umunﬁmou>, o ¥° et A° sont Hmmwm0d94msmnﬁ%
l=2g polaires 4z V et &. o

PRETVE, L2 p 2st 2vidente et la seconds se prouve. par
a . . .

mu.
duslité & p emisre. E
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{2.1.3) COROLLAIRE. FPour tout elc conplet X on a :

-~

¥ = lim Nq et X' = wpa M_
[ a—

ELCC mcom

lorsque V déerit la base de filtre ¥{X), 1a limite projecti

{resp : inductive) &tant épigue (resp : monisue).

Soit maintenant & un ecc régulier. Ta définition de l'elec mmﬁuwn
(mais non nécesseirvement complet) % montre que lss duals (c¥)' e
* Cela étant :

A

coincident algébrigquement.

(2.1.4) PROPOSITICN, Soit ¥ un ecc régulier. On & les égalités come
pactologigues .
= TE

(k) =¥E*

PREUVE. Tes parties équicontinues H de (E3F)' sont ewactement {eu
la définition de TX) les parties H telles que, pour toutb

épard
digsque "compact" & de® , les partiss Hyp,formées des restrictions & &
des formes linéaires de FH,
l'espace C{AR)., Or le théoréme d'Ascoli garantit que ces parties sont
sussi les parties relativement compactes de C(&), de sorte que E est
équicontinue si et seuvlement si H est relativement compact dans H.mH
complet C{E)=1limC{R).

-
voit bien que les "compacts® de (ZE)°

solent précisément &quicontinues dans

sont ies mémes gque ceux de %%

Or il est clair gue sur chacun d'eux la topologie est, par raison de

compacité, celle de la convergence simple sur ¥, d'ed 1'égalité
compactologique (B%)'=-Y¥. 8§

(2.1.5) CCROTIAIRE 1. Soit X un ele complet. La topologie de &Y'

est celle de la convergence compacte sur X.

(2.1.6) CORCLLAIRE 2. Scit X un elc séparé. La topologle de BX'est
celle de la convergence compacte sur le complété X de X.
Elle est en général plus fine que celle de 1a convergence

précompacte sur X.

Elle provient de 1'égalité compactologique ¥'=(X)' . ¥

CRETVE.

Et puisque 2% est un sous-elc fermé de C(%) on

2
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2. Les espaces de Kellevy,

-

Les foncteurs ¢ =t g, fapoelons que les foncteurs o et ¥ opérent
entre les catégories EICT ot EGCY et que ¥ différe du Foncteur
¥ : ELOS=8. Si 1'on veut bénéficier des résultats de dualité pré-

cédents, il faut mettre en

place des foncteurs convenables entre Mmm
cetégories EIGN et GONR,

DélTinissons le foncteur ¢ en nosant, pour tout ece régulier Z,
rour tout elc complet X,

#inzl un jeu de couples de foneheurs covarianta:

-~

cE=(2 m<,, et le foncteur ¥ sn npossnt,
.muml.w\:: L. Cn obtient

¢ 1 E0CH—nEILS ¢ 1 BCOR—mELCC
T ¢ ET %@ ¥ HILCC—»ECCR
lors
T2,°.1) TOCTORINTON | Ta foncteur A {resn : &) est adjoint & gauche

" A
_mc fencteur ¥ {resop : ¥).

SREUVE, “oient ¥ un ece
oMy a8, ) est for

réulier =t 7 un ele séparé. L'snsemble

s

ies gonlications linédaires f : % —a¥ qui

sort continues sur chagus disque "compact™ de®. Ces applications
gue ce’les guil envolsnt continfiment les disques

.

les Aisques compacts de Y, autrement dit ce

zont done les mémes
"comprots” de ¥ dens

armlicaticons 32 o hraOﬁ\H ¥YY. i moinbtenant Y est complet,

4

sont les

2lors P7=FV=¥Y et il est clair nue mojMMOﬁmoHuMw cofnecide exactement

avee moﬂdqaaﬂmM,4Vu ce qul raméne & ls situation précédente, E
L

i

On =ait gque, pour tout ece rémulier % et doﬁu tout elc séparé Y, les

anplications identiaues ww B —aYck - : 2¥¥—aY sont des mop-

nhismes, On en tire sisément les érelités mwmoaowvwwmsmm Hosadoﬂwmpmv
de foncteurs 2¥c=c et JFoi=F. Malh mcwmzumamwﬁ la situation n'est pas
orable pour les foncteurs G et ¥. Si l'on suppose Y oosﬁwmw

cIY—wY se prolonge en un merphisme surjectifl

aussgl Tav
le morphisme w< :

CTY—aY, tondis gue le morphisme ly : X —»¥5% s'étend en un mor-

vhisme injectif ¥ :—s¥c¥k. Il suit de 14 1'existence de morphismes

-~ i A Hu Lad u A A ﬂ
c¥ iMMPv SFok —Ep o et 7 -t TCFY :.%. Y
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tels que Mmﬂmuumm et aquuW%, mals on ne peut garsntir en général

gue Py et Hm, ou g, et uwu soient des isomocrphismes réciproques,

résumé, ez propridtés fonctorielles se vérifiant aisément :

(7.2.2) PROPQSITICE. Cn a les éralités fonctorielles G¥c=o et ieF=%
et 11 existe des morphismes fonctoriels

oy

D
s
s

nue ni=1 et gj=1.

Pelativement mux forneteurs o et 7. c2 point défavorable eat compensd

2

par les pronriftés A2 dualité suiventes

HLOT MY .

=2 . 4 des isomorphismes fonctoriels pPrés on a

~

¢ =¥D et oD~ D§¥ puis 3 = DFD et F-2aD

"

roa

L8, Dour tout ece rérulier » on 2 déja d'aprés (2.1.4) 1'épalit
compreizlorioue CAEY' =¥, Pap 2itleurs les parties fquicontinues de

TREYT 21 TAR)! sornt EZvidemment les mémes et leur tepologle est celle;
de la converesnce zimole =%, puisque ® est dense danz 8%, Cn a

~ LAl R A N N . s e \ . i
dove (Z2E)'=¥%, ce qui démonsr » & 1la fonctorlalité prés, 1'4galitéd
"7.1.1), les 4galités c=DID 7-2¢8  done

teg egpaces de ¥ellev. On » 4it, en (IT.%.2), qu'un elc séparé ¥ est
un =gpece de ¥ellew lorsau'i! virifie 1'égalité topologique o¥¥=Y.

n est donc tentd d'introduire

une condition analorue portant sur
les foncteurs ¢ et § et fousn® denz 1lsa catéporie des ele complets,
mais cela risque de donner s pricri deux notions d'espaces de Kellev

PoOUr ces elc. Bien heursusement il n'en est pasg ainsi car :

h

(2. .%) TROPCIITION. Soit X un ele complet. Pour gue ¥ soit un
espace de Kelley {c’est-a-dire pour que c¥X=¥), il faut et
il suffit que le morphisme MN : CFEe X prolongé du morphiame

|identite 1y s0l% un lsomorphisme {ou encore que ¢¥X soit un

elc complet) ce qu'eon tradulra par 1'écriture simplifide
8¥X=X.

Banaeh on @ 2==3d, % comme tout elc séparé est sous-espace de son
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FREUVE. 81 X est espace de Kelley alors c¥X=X est évidemment ooswwmﬁ
done ¢¥X=X mais wmumwu donc c¥X=X, Réciproguement si onaM. avee wm

sens donné dans la pronesition, alors o¥X=c?E est un Sous-gspace mm

¥ contenant ¥ donc o¥X=¥ &t X est espace de Kelley., E

REMABRCUZ. I1 ne semble pas a priori gu'il ¥ ait de liaison logigue”

gimple entre les deux assertions mcﬁqmwwmm, concernant un elc séparé
¥ : "Y est un espezce de Felley" et "7 est un egpace de Kelley”.
o

Tes critives qul vont suivre so »tis en deux familles. En mwwm&

nt répa
rraet d'établi
&

la technicue de dualité perws ir, pour les elc complets, &mm
propriétiz non valsbles pour les elc non complets.
TL2.5Y IEECTENE, Tes ass :

rtions sulvesntes, concernant un elc séparsé
es )

m
¥, sont daquivslent

r

W
a) ¥ est un esvace de Xelley.
ie de ¥ cofneide avec la topologle localement

b) La topolos
convexe lg plus fine induisant sur chaque disque compact de
i sa tovologie propre.

n linéaire

¢} Teur tout elc sépsréd Y, toute spplieatio
¢ss de X, est

4 : fe—s¥, continue sur leg iisques compa
continue.
4Y Identigue

[<F
[¢]
s
v

ern supgosant ¥ ocompletb. . :

en =mupposnnt Y espace de Banszch.

Q14
¢
—r

2 ) H&mUdHﬂmm

TREUVE. agspb var définition de la topolegie de o¥X. I1 est clair

o
ague bs==e. CTomme Lout elc compnlet est limite projective d'espaces de

complété on a d==nc. Enfin c==xb comme on voit en prenant Y=3%X. ¢

"
ki)

Les résultets de stabilité s=ont cez bons pulsque:

(2.2.6) PPODOTITION. Hoit X un ele siparé dont la topologie est la

3

topologie finsls aszsociée & un sycstime d'applicaticns liné-

mwwmm w» "x =X, ol les xw sont des easpaces de Kelley

stparés. Alors ¥ ezt un espace de Velley.

PREUVE. Elle découle immédiastement du critére ¢) @c.dwwowmamx.w
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(2.2.7) CORCLIAIPE, Toute somme directe d'espaces de Kelley sépards

est un espace d= Kelley. Tout quotient séparé d'un espace 4§
¥elley est un espace de ¥Velley., Enfin toute limite inducti

géperde d'espacez de Kelley 28t un espace de Kelley.

Et pour les elc complets on a

(2.2.2) MIECREME. Les scsertions suivantes, concernant un elc comple

L. zont éauivalentes

[T

£ est espace de Felley.

[ )

) I'espace LY’ est complet et ses parties compactes sont
dgulconvinues dans ¥'.

¢} Toute forme lindaire sur X, continue sur les compacts de
i, est continue 2t les nertiss compactes de 2X' sont m@ﬁwt:

continues.

TREUVE, Cn sais gue ¢¥' est muni de 1a tonologie de la convergence

compacTe sur I, de sorte aue, sl X est espace de ¥elley, alors X!
est complet ; de plus 587 . =FoX' ast compactolegiguement émal a ¥

grice aux relations (2.2.%) et 4 1'4galité ¢1%-¥ obtenue en (2.2.4):5

A

GONC a==mb. "Aciproquement pulsaue boute partie équicontinue de X'
est relativement noawmoﬁm dans ¢¥', l'assertion b) signifie

3T =FeX =¥ donc GFi=¥ par duazlité et be=xa. Enfin a==c de facon
évidente nnongm tenu que a==pb) et l'assertion c) implique 1'éga-
(FOF, de sorte que o' est bien complet ce qui

1ité slgébrigue Y'=
prouve c=—=bb, H

BRMATAIE. S1 X est egpace de Kelley complet, alors eX' est un ele

complet tel que c¥cX'=cX',
plus son dual est algébricuement égal & X (ce au'on peut voir avec

Tlest donc aussi un espace de Kelley. De

le th*oréme de Mackey ou ~ussi bien svec He¥'=HCIX-FY). Enfin ¥ esh

muni de l1a %opolemie de 1a convergence compacte sur cX', done
¥=c(ex' ).

Dbu théoréme on déduit successivement :

(2.2.9) CCROLLAIRE 1. Soit ¥ un slc complet. Si ZX' est complet ef
si X a la topologie de Fackey <(¥,¥'), alors ¥ est espsce

Kelley.

-117=

PREUVE. Zans 7' il v a identité sntre disques gquicontinus. et mﬁm ﬂmm
faiblement relativement compacts. A fortiori toute partie ooﬂﬁmm&m
de €X' est contenue dams un disgue compact de S¥' (car oN_ &8, coms

plet), lequel est faiblement compact donc &quicontinm, On. ww& ngmhu

Y

& l'agsertion b) du théordms. ¥

(2.2.10) CORCLIAIRE 0. Tout elec ¥ comrlet et bormelogigue est un
_mwvman de Xelley. .

PREUVE. On sait gu

-~

a la topologie de Mackey et que cX' est mosﬂpmd.w

SEMAPCUE. La condliion donnde en {2.2.9) n'sst pas nécesgaire, loin

de 1a, Par exemple soit ¥ un esrace de Banach réflexif ds @Mﬁmﬁmwmw.
infinie. L'espace 2¥'=Y est bien espace ds Kelley et Y n'a pas la -
topologie w(Y,Y'Y=w{i' Y} (de sorie que ¥ n'est méme pas Hawwmﬁomy
nelé) car cels siewniliersit cue la boule unité de ¥y qul est MmeHmi
Tent compacte, sevrait Souicontinue dans Y', done relativement ooﬁr

uil n'est pas,.

03

prcte dans X, ce

B

Enfin donnons un résultat gui complédte les propriétés de shabilité
]

e

yues

o

A
ek

(2.2.11) THECREZFE. Tout produit d'espaces de Xelley complets est un
{complet).

espace de Telle

PREUVE, Selt miﬁlﬁw,. On sait gue X' est la somme direche MH“MW m¢
méme que cX' est wm somms directe Lopologigue MHW@N, (ee gui peut
aussi ge déduire de (2.2.1)). Il en résulte gue cX' est complet

puisque les mxﬂ le sont. De plus toute partie compacte de BX'- mmﬁ

contenue et ooaugoﬁm dans une somme directe finile M cX m abﬂo mﬁﬁwi
igd
contlnue dans cette somme dirschte finie, et wmw guite madwoobﬂvhﬁm

dzng X'. On termine avec le critére {2.2.8.1).

A7AROUE. En gzénéral un sous-espace fermé d'un espace de mewmw
méme complet n'est pas un espace de Kelley (sinon tout ele nbmwwmw
serait espace de Kelley). Cependant :

(2.2.12) PRCPOBITION. Scit ¥ un espace de Friches mmoﬁa mm wapmw
Alors tout scus-espace fermé M de- 1’ mm@mﬁm I=CX’ mmwxﬁb
espace de Kelley, : :




3 : o]
SM' est complet. Poute purtie compacte de ¢¥' est 1'image canoniqu
d'une partle companve da X {bropriétd des espaces métrisables) done
d'une partie éculcontinue o= TLEvo i olest ainsi une partie écuicon

Do roertn ig rt2bilité des espaces de felley {complets)
ast comn dwe ezngess tonnelés ou infratonnelés. Elle
esd Tiodreger cure rue zelle fdes esnaces Lornclogicues puisque

ryem

nowrodult cuslconque d'espaces bornologiques

ntaah -ag dawaioue, Fersdoxelenent (mais ezt-ce 1'sdverbe qui
convient T & 1'4tude compa-

on retrouve fo? ~uelanechoge dtanalcrue
¢

es Lonoloriaues renlets ou c-revlets. Tn effet un espace

Tonciovicug discret T oest toufours c-replet mais 1l n'est replet gue

nesurable. Et l'sle prodult mw est toujours

25pecs de Veller mais 1l nlasy bornclogique que si le cardinel de I

gt nor mesurebie {(théoréne A'1iam-Mackey : voir par exemple mewmwr. i
Tamioks (853 19.G)). e mrstére s'éclaireit en faisant appel & un .}
rlrultat ainulsand de Unolbin (W1} et Zhircte (93) (voir aussi M
larner (¥3%) gelon leauel, 3i T azt un espsce topologlque compléte- ;
ment rémulier, lleln T (T, espace des fonctivtns continues aur T W
muni de 1= topclorie de lz ~onverpencs compacte (donc égal & C{FT) j

#e ree de Yelley), n'est bornologigue que 'si LT

nous avons vu en {I1.4.3.8) gue si T est .
COT) est un elc de Kelley, alors T

t
e "Techivement de ¥ellsw
est c-replet.
dels des espaces discrets T ou
1'on considére un prodult
est bornologigue chague fois

Dfailleurs l'anslogie s poursuit au
T

des preduits de droites R =0(%¥T). St
X=] “MM d'elec séparés, on sait que ¥
el
que les Mw le sent pourvu que le cardinal de I soit non mesurable
(K2 :
qu'll en est de mBme des
Considérant zlors une somme topelogigus @um HH d'espaces topologi-
iel
complétement régulidre),

19.9) et que ¥ ost un espace de Kelley complet chaque fois
£sy et ceci sans condition cardizale sur I.

ques complétement réguliers (laguelle est
et remarquant, ce qui est immédiat, que onmeva_ _oom@mV. oen obtient,

igl _
aue T est replet lorsque tous les aw

si cardl est non mesurable,

i
-11G~
cent rerledz, "= pluz comme U egt nanifzstement un sous-esnace de
i'espace replet § VT, eT que toube fonction conbinue sur T admet

un prolonresent zonsing undone & M WP, on voit que »7T= N v, .
I ’ 1

cimnlifier gu'une famillie (T, ).

En régumé, at »n disazt -our 5

non mesurcnis lanscwd osTAl ot non mesurable, le théordme cité de

Taehbin-chirots Freonds Tw preive (trde indipecte au demeurent) du

rhmulhed umndive o agus 1'on Agurpn zompEreT 2 AHH.:.w.wwv :

S AT T fT.0.g> Pne famille non mesurable d'es-
necss csrcloct cov compléterent rétuliers. Leur somme topo~
Toriagus T o4 ops rénildtion ©7F qui stidentifie & 1a
somme Sonoelerliaus w v°, des réplétions ¢@w des espaces aw.

“

v& semme topologique d'une famille non
m

est replete.

"1l semble probable, lorsque T
omplétement régulier, que T
1'eic (complet) oomevuoﬁaav est

bifencieurs mixtes oL ot 1.

espace LW F) =t 1'espacs @IV, V¥V, Htant donnds un elc complet ¥
réaulier Z, on désirne par <£(X,Z) 1'espace vectoriel des
applicetions linéaires u : ¥—wZ telles qu'il exisbe un volsinage

de o disaué fermé Ve¥(X) et un disgque “compact”Ce}(Z) pour lesquels
w(V)c€ . On vlace sur J{X,Z) une structure d'ecc en considérant les
disgues &chﬁvﬂwﬁ_ gmquﬁmw que 1'on munit de la topologie de la con-
vergence simple sur V pour laguells ils sont compacts., Lorsque V
déerit YI{X) et ¢ ddcrit KXy, les disques “compacts” A(V,C) forment
un recouvrement de <(X,Z) qui posside les propridtés requises pour
que L(X,Z) soit un ece. Il reste seulement & voir que L(L,2) eat un B
cet espace est bien séparé par son dpal JLX. Bd -effel -
é€lément de L(¥X,Z) annulé par toute forme lingaire
xeV et tout z'e C°cx™, on définit une mﬁﬁﬂwodecW
est évidemment un élément de £LF, done {ux, z'y=b, .

Hw

g2cc régulier. Cr
goit weA(V,8) un
de H%. Pour tout
Ve 7%, 2", qui




centravariani
recond, &
riant o, 1 B0 Dewsif00T,

NPT R

BT

fTLE01Y PRODCOINTON,

ocﬁﬂmw 1 ods 1

Comme ce nrolongement esi manifestement continu de M< dans 1'elc
nﬂﬁvn, la compscité de € suf’i
gement .:.llt.Nn,. il suffit donc de prendre E-Y.

(2.5.2) CCRCLLAIRE

T et €° Stent sboorbants dans ¥ ef 2¥ respectivement, on a

ziremeni =0 pulsque 2 sépare 1 .

clalr sie L'on @ d4fini un bifoncheur o ELOC-ECCR—sECCH,
\G T rapport 2w premier indice e

covariant par rappor

Tug, wour tout ¥ fixé, on en déduit un fencteur COVa~.

25 s2&8laires, considéréd
2 LI KY=Y' Aonc D=L

/vu
Zx2.071 T est lu comme un elc comvlet mwowm .u\.mquuN

comme un

done Lo=lonan.

Lx . Tour un copa2ce de Sansch E 6% un espace d= Jaelbroeck.
g 1l'zsnece de lselbrosck aﬂha.mu définit un ecc régulier E.ﬁm
E 3

nfaz% au

ubtre que celul aue nous venons de nommer L(E @) . En
22 cens le conflit

d2 notations n'est pxs & craindre.

ke " ‘espoce L(X,X) aux espaces de

Jaslbroeck nﬁmm.®v par la
sefion sulvante ;

Four touve uef(X,Z) il existe un espace de

Tanack §, un espace de Wmelbroeck wu des morphismes X¥-—=E et .
G—rZet une avplication mmo.m«mqmu tels que le disgramme
suivant solt commutabtif -

t:‘}‘—“—N

0
——g

ce quil permet de faire
'espace gemi-normé .m.g dans l'espace de Waelbroeck Zg -

Tl existe V et € tels cue u(V)e? ,

it pour assurer H existence du prolon-

mwwNﬁ B

Lorsque V et T déerivent respectivement Y(X) et
X(Z) les espaces ds Waelbreeck LHM,«:N«V forment un systéme
inductif filtrsnt monique de la catégorie W,
gorie BCCR et oL(X, )= 1lim ﬁmﬁN.nv.

g

ECCR

ou de la caté-~
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IREUVE. Lorsque “eV et €cd les morphismes canoniques o 1 X N< md
p: Zy—>Iy déterminent un morphisme & ; .HnMﬁHﬁul..’k.ﬁNqu&v par
6(u)=puy. Puisque « est un spimorphisme et que p est un monomorphisme
il est clair que & est un monomorphisme, On vérifie aussi Hmnuwwamﬂw
que le systéme (oL .,?Nmpv est inductif et filtrant. Soit ¥ sa limite
inductive dang la catémorie ECCR. la preuve de la proposition (2. w HV
a'un morphisme ¢ @ L(X, Nv.!w.um gui posséde une.
application ricinroque Y iR ~»L(¥,Z) construite 3 partir des mor- -
phismes L3 zJHﬂu.ler,w,Nu. Per allleurs ¢ et ¥ échangent (par pro-
lonmement continu ou restriction) les disques “compaets™ R(V,C) de -
L(E,Z) ot A(T,€) deB, 2t oot
de o dans € absorbant €, les disques.

feournit lfexistenc

dchange est bicontinu 1 cela résulte

du fait que, toub vriginags
"compacts™ AIT,E) et ALV,

de fonctions. X

sont tous drux des ensembles équicontinus

e le

complets ¥ ¢t Y et pour un

méme fagor, et sang ddtailler, on Introdult, pour deux elc
sce résulier Z, 1'espace &(X,Y;Z) des
epplicaticns bilindaires u 7—eL pour lesguelles il existe
Ve ¥(¥), #¥v3 zvee T, 9e€ .

H{Z,Y:2) sort 4éfinis en Tixent les ensembles V,

Les disques "compacts” de
W et £ et en consi-

dérant la topclosie de 1z convergence bli-simple suxr Vad. On vérifie
comme précédemment aue &(Y,7:Z) est un ecc réoulier, puis que & est
en réalité un srifonctevr, <'ch 1l'on déduid, en fixent ¥ et Y, un

fomcteur &, ., : ESTR2—aZ77T covariant. On = aussi : .

{Z.3.%) DPROPCITTICH,
Banach E et ¥, un eszsace d= ..,Nmmﬁuw.om.oxm '

Tour toube uedV,¥;ZL) il existe des espaces de

des morphismes

X—»E, Y—>»7 et Q—»Z et une application GeB(E,F:Q) tels
aue le disgramme sulvent zoit commubtatif

COROLT ATRE, Lorsqgue 7,
YTy et K(Z) les espaces de Waelbroeck &, ,si.Nﬁv woﬁumﬂ&,
un swstéme inductif filsrant monique dans la catégorie mf oﬁ.

ECCR et B(X,Y; )= 1im &(Fy, Ty5%e) -
godk

dans la catégorie
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Zelations entre L et &,

—
i
]
“H
.
i
S

CROFCETPICY . 4 den lzovorphismes fonctoriels pris on 2 -

By . =Ly L, - <L, L, .

iy

. ﬂme<MﬂmMo:W ve®(X,:2) on pose u=Tved{X,L({¥,2)) avec u(x) (y)=vix,y)
I1 est clsir gque les conditions "V, e et™u/VI(Wet" sont équivg:
lentes, de =zoris gue ¢ dohange les disques "compacts” R(V,4;8) et |

e

AV, A(4,€)). 55 comme sur ces diaru s les tepologies sont celles de

Tay : WL - .
€77 d'une pert et de BV glautre part, cela sufrit, ¥

M.amUmomAm«M,wmxu des formeg bilinédaires
continuss sur .Y, muni de la structure d'enc régulier nrécédente.
Ern cons‘quences

(Z.3.5) ERCOCSITION. B(X,7) = L(7,X) =« LK, YY),

it

Cn démontre auszi, comme en (1.4.1) que le produit tensoriel algh-
brigue I'87' s’injecte cancniquement dans ®&(X,Y) et que XAY et
B&(X,Y) sont en dualité séparante.

L'espace X®Y. On le définit comms bour les espaces de Banach en choi
sissant X&V«(®(X,Y)¥*. On tire donc immédiatement de cette définitio
par dualité la provesition :

(2.3.7) DROPOSITION. Lorsaue V et W décrivent respectivement Y(¥%) et

YY) les espaces de Banach Mﬂ@%ﬁ forment un systéme projec-

tif filtrant épique dans la catégorie B, ou dans la catégorie

ELCC, et M@Mu.wwa xqm«a .
ELCC

On montre ensuite rapidement que la définition choisie permet de re-
trouver les propriétés du produit tensoriel A@H0mmodwﬂu de deux elc

complets introduit par Grothendieck (63}, en prouvant d'sbord que
X8Y est un sous—espace dense de Hm,.m.__ HEu.mm que 1a «ovwwomwmamwm%mgmw

pour base de voisinages de o les enveloppes mwmnﬂmmm fernées T(VOW),
d'ot l'on déduit

(2.3.8) PROPOSITION. Pour VeV(X) et we¥(Y) on a CCOTTRININS of ) SN

-12%5~

enfin gutun svesdéme fondsmentsl de semi-normes sur I8Y @mowwdmﬁd.ym
epfin gutun sneme f¢ : : 15
olorie induite par YR s#3t Tormé des semi-normes {ensorielles
S

‘ndadz) = Inf M.UQHKQE

NnMMM®;M
lorscue © 2% » oarcourent iews ocyetémes fondamentaux de mmawldnHEmmm
dens L et T pexiectlvement.
e bifonzzeur & Er 340inirzsant nar densité et prolongement continu
o o don s AL . ENE o - SRR ~ ;
. . ) s

le prodult Sercorlel e doux zorphismes, on fait de ® un bifoncteur
1 »oiult Lencoriel 2 :

) i + NN
Tn fimant Y oon obiient un Jencteur covariant @y @ ELCC-—sELCT,
(2,20 7o % es L somerphismes fonctoriels preées on o
Lile D W a e o = . i

By - Loy =Ly -

i pertir du méme résultat sur les espaces de
wanszeh, an tossont & deg limites inductives convesnables, comple tenu
Zanach, en T

ﬁ
de (7.5.0Y, (7.0 en (2.3.0). K

(7.%.1CY SCRCT T IvE, Tes foncteurs @M s ELCC—~—ELCC mdkw."ﬁﬂomilﬁmoar

(W

zont «L-adjoints.

REMARTUR. Msig, contrairement £ ce qui se passe dans les catégories

B T e b aa . . A

B et s, nous ne pourrons déduire de cetbe propriété de L-adjonction
? B . e ~

avcune proprifté particulidére de commutation. Cela tient au fait que

o

le corns de bage K, générateur de la catémories B, n'eat pas un géne-
rateur de la catégorie ELCC, de sorbe que les principes de démonstra~
) 2
i e
tion des thiorémes de commutation (1.%.%) et (L.3.6) ne peuveni s

1

recondulre.

Esant donnés deuz ecc régu-
wwmwm ¥ et Y et un elc complet Z, on désigne par Hnmmmwﬁw_mmﬁwomhﬂmm
applications linéaires u :% —»7, dont les Hmmﬂwwo&wo%w,mcH meﬁLMma
"ecompacts" & de ¥ sont continues, muni de ls ﬁoveﬂmm%.mmm.wm conver
gence "compacte” sur % , donnant pour base de dﬁﬁﬁ%ﬂﬂﬁﬁm.@m o.wmmw .
disgues c@n.zuawﬂ, ﬁm..»vﬂaw ol AeH(E) et ,mmd..mmu. Cleom nn m.u..n.".weomﬁu .Mﬁ.
L'espace mnm,ammv est celui des applications duwwﬁm..ﬁww u oz mmlﬂﬂ
dont les restrictions aux @Ho&mwdm‘»xﬁ de deux D%maﬂﬂﬂ: compachsg’

T'espace I(%,7) et l'espace B{E,Y;7).
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de X et @ sont conbtinues, muni de la topologie de la convergence
"bicompacte" sur H;d. C'est nusel un ele complet. Lorsgue % sst le
corps des scalalires ¥, on reconnalt en L(E,K) le dual 2%,

71 est bien c¢lzir que I et 2 sont en Tait respectivement un bifonec-
teur et un wuwﬁoznc sur, d'0% l'on diduit les foncteurs covariants

:& ﬁHomnli T2C et B : BIOC—EI00,
. w:.m
Ia caractérisation sulven<e es5t oresque immédiate :

:® —Z une application linéaire. Pour

it u
que cmmﬁm_mv 3% Tezut et i1 suffit que, mour tout espace de
c

Sznech %, tout es 2 ds .ammgu.omow,m_ tous merphismes
E—sX ot ZwsG, 17oupiication U 1 B—G que 1'on dédult de s

soit un élément de 1'esnsce L(E,G).

(Z.5017Y PROPOEITICH. Torsque £ et W décrivent raspectivement K®E)
et Y7) lag sspecss de Zanach H.Q...?N;.% forment un svstéme
profectlif filvrant dans la catégorie B, ou dans la catépgo-
rie BI00 et T(%,") = lim L(%g,%.).

ELOC ‘

PRECVE, Four Aok et YeW le discramme commutatis

u 7 7

Ey —r Xg > w< o
/mi..i.m\q ‘

montre suffisamment gue le syctéme mbmw&.mﬁg_vv est projectis filtrant

dans la catsgorie B et gu'il sxiste une application

H .NJ.I...‘ i l.. . N” L
¢ ;T —e Ee Lin T(%, %)

qui se trouve étre injective de fagon &vidente, surjective & cauvse
de (2.3.11), et un isomornhisme puisqu’elle échange exactement les
voisinages U{k,¥) de 1{%,Z) et ceux de H. &

QrMARQUE. Contrairement aux orécisions "monigue" et "érnigue" de

(2.3.2) et (2.%.7) on ne psut merantir ici que le systéme projectif .
des espaces M,ﬂm%n.mm,)_v solt épigue. :

Et de facon similaire :

{(2.3,33) PRODOSITION. Soit u H.m!.%m upe mwwwycmdwoﬁ bilinéaire,
Zour gque c.m.wﬂm.w 2} i1 faut et il suffit que, pour toub
espace de Banach G, tous e¢spaces de u.qmm;wcmow«m. mw&q tous
morphismes £, F ol et ZeG, l'applicaticn & Msﬂ....lvm
que l'on &é&duit d= u soit un &lément de l'espace B(E,&F¢) .

(2.3.14) PROPOSITION. Lorsque &, & ot W décrivent regpectivement
KCE), mhm@u et Y17 %) les espaces de Banach w@m d& Niv formént
un gystéme projectif filtrant dans la catégorie B, ou dans
lz catégorie BINC et mnm_dﬂmuu 1lim mmmm.m,w&umzv.

ELCC

(2.%.,15) TROPASTTION, ¢ des isomorohismes fonctoriels nréds on a

mme = wm.ﬁ@ = Hw.wm .

L'espace B(ER.UY). En choisissant pour % le corpe des scalaires K, on
cbtient 1'espacs mﬁmuduunm\m w.xv des formes bilinédaires mcH.,H_& Qobﬁ
ies restrictions aux "compacts" de ch sont continues, muni de 1a

topelogie de la convergence "bicompascte'. 2lors

(£.3.16) PROPOSITICN. BOE,Y) = HAm.mmu = LOY,E)

On démontre sussi gue le produit tenseriel algévrique .H-@.cm 8 wﬁumn.nm
dans w@m,du et que X8Y et (% .m_v sont en dualité séparante.

IL'espace Hmw_. On le définit comwe pour les espaces de Waelbroeck par
Itépalité Hm&uﬁwﬂm.@_uf. et c'est un ecc régulier. On a donc déja :

PROPCSITION. Lorsque ok et & déerivent respectivement K(E)

et u.nn.mu les espaces d= Jaelbroeck M&m.am. forment un systéme
inductif filtrant dens la catégorie W, ou dans la catégorie
ECCR et E8Y= lin eu

_UOO

(2.3.17)

On vérifie aussi, par application du théoréme de Hahn-Banach, que
¥#Y est un sous-ev de X®Y, d'ailleurs dense dans 1l'elc nWSwuo
Et méme plus zénéralement
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(2.%.18) PROPOSITION. Tes disaues "compacts" de ﬂ@@ sont les ensem—
bles ABR=-F(ARB), enveloppas dilsquées fermées dans mmgmu du

prodult tensoriel de deuw disques "compacts® nsmwoouncmm A
et ® de & 2t Y resvectivement.

PREUVE, Tes disouss "compacts? de wwm gont les polaires des veisipa-
ges de o dang ¥ wmﬁv, donc les bipolaires (AB)°°, cleg
disques ARS1&eMR). ¥

—-dire les

- T T . . . \
(2.7,19) mwaonern, A des isomorphismes fonctoriels pDres on oa

B = Loula = T, .
Y TRTY C TRey

PREUVE. Elle s'obtient mar un raziconrnement direet analogue a celui
de la démonstration de {1.5.4), H

e foncteur @m. Cn construit @ en bifencteur en remarquant que, pour
deux morphismes u : E—sE, ot v @sln..@
udv mamllrm @@ se prolonpe (pa @vamwﬁmu de fagen unique en un
morphisme ugr Hmwllrmwﬁmo. En fixant 1'espace Y on obtient donc
le foncteur covariant @@ : ECTR—=ECTR, Alors

‘application linéaire

(2.3.20) DRODASITICN. Tes foncteurs s 8y : EOCR—sECCR et Ly 1 ELCC—sELCC
_nobw I-zdjoints.

PREUVE. T'est une conséauence igmédiste de (2.%.19),

{2.3.21) COROCITATRE. Te foncteur .8y : ECTR—»EICC est adjoint &

A Al
~

_mmznﬁm au foncheur q.qc ! ELCC el IOR .

RETVE, Cn sait que le foncheur ¢ est adioint & gauche au foncteur ﬂ.
Je fagon plus vrécise on a les égalités algébrigues

moajﬁqﬁnom Z) = L(%,%) = koaﬂoownm 32

Tod 1'on déduit les égalités almébriques

Homgroo(SR8Y),2) - L(®&Y,2) - L(2,104,2)) - Hompa o (X, 710Y, 2)) .
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(2.4, Les applications nucléaires et les spplications intégrales.

Pavpel sur la catimovie BLOC, La catérorie ELGCC est. bien une cabé-

N Y

gorie complete & droite et & gauche, mais certaines propriétés ne

sont pas aussi bonnes cue dansg la catérorie ELOS, Ies produits de
[ET.CC sont lszg mémes gue dans BICS (ou TELC) & les gous-espaces dans
EICC sont les sous-espaces fermés. Teg gommes directes sont les Emamw
que dans ELCS (une somme directe d'elc séparés ot complets st sépa-—
rée et corpldie) ; les oﬂo&wmmwm de ELCC sont les "guotients complé-
tés", et c’est 14 le fait le plus négatif pour nous.

En effet tout morphlsme u:X~aY sntre doux elc complets admet une
décomposition canonique dans lg catérorie ELCO selon :

.

mals 1'4pimorphisme Ceimu n'est plus surjectif en génédral.
Il suit de 1% gue la noticn de morphisme strict {(dans ELCC) n'est

Coimu

i
1o

~../-£-M——'—M
=

(X/u u

pas la méme aue dens la catérorie ETCS, et qu'en perticulier, si les
monostricts sent bien, & un isomorphisme prés, les injections cano-
nigues 4'un sous-espace fermé avec topoleogle induite dans l'elce come
plet gui le contient, les épistricts ne sont méme pas surjectifs.
L'autre asvect négatvif est cue le morphisme W, construit par passage
aux complétés & partir du worphisme (de BLCS) @ : %/ |Hﬁovijv¢wu peut
ne pas Etre injectif bien que ¥ le soit. Autrement dit ¥ n'est pas

en général un bimoprohisme. ‘C'est toutefols évidemment un épimorphisme -

Ie diagremre fondsmental. Ztant donnés deux eic X et ¥ oa&wwmdm;om.
peut considérer IBY comme un sous—ev de l'espace L{Y',Z)} en associant
4 toulb x®y l'apolication y'—=<qy,¥'>x. Comme on vérifie aussitdt

gue cette aprlication est continue pour la topologie temsorielle sur
X®8Y, on cobtient par prolongement continu un morphisme

ty 1 TEY—sl.(V',¥)

Bien entendu, si X et Y sont deux espaces de Banach, on retrouve Hm
morphisme, noté Ty de {(1.5). TN'ailleurs on va pouveir se rsmener mﬁH
espaces de Banach. En effet, ometions l'indice X pour simplifier i
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l'écriture et désignone, pour tout <maﬂmu et tout ¥e¥(¥), par by oy
1

le morphisme canoniaus de ;:m& dang ﬂmaao,qu. Cn constate alors

la commubativizéd du diagravme

~ &~
nw% s Hmwhuﬂv
i &Y s ¥ ey FY

ov les fliches verticzlez sont les morphismes canonicues pn&mﬁqmsmuw
Y oet (N.3,12).
En décompesant rlors canoniocusmenty dang F le mornhisme d< y on falit
s

1 ~ .
23 eapnces Hpﬁqwa,m<w ot ,qxﬁ s &t le feit que 1

dens lesg limite~ projectives 77,3,

apnaraitre et &

scient de: bifonct=urs montre clairement gus, lorsoue V et YW qmwwmww
ces espaces [erment 47 "ratémes projectifs dans lz catéporie P; on
est donc an dreoit 4 dA&finir

(7.401) DRVINTIITON. Etant donnés deux =le complets Z et ¥ on pose

L - &
(e, WW@ Lt mﬁzcduf.

o]

¥

V&Y = 1im mwmA
am

[

"

(ol les limites projectives sont prises lorsque V et W déeri-

est l'esvace des apnlications nuclézires de ¥' dans ¥.

LIFATOUE, Cette amrwdw ion ne prendra tout son sens que lorsgue nous

.

aurons montré aue rt (7',¥) peut s'identifier & un espace de fonctions

de Y' dans ¥, autrement dit 2u'il existe une injection de TI(Y',%)
dans L(Y¥',X). Et nous devrons aussi prouver que 1'espace noté ici

A 2
X8Y concide bien avec l'espace hzbituellement noté ¥&8Y, et qui est

le produit tensoriel 8 de ¥ et V.,

Pour ce falre considérons le diagramme ouvert suivant, ol les mor-

rhismes ﬁ<u£q By Y., ., et mﬁ

o Yyl " sont les morphismes cancnigues de
1’ R

'

projection :

(vent resvectivement Y(¥) et ¥7Y). On 4it que H_mmomomHFAMJuHH
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veY S > L(Y',X)
a, .. _m\
v, \ V, W
Hq "W .
K7 et T( V4o, Xy)
LA w Ty,
L
6 !
Yy & v, . g e
2 (2 ) ? > LT,
v, 3y, u
i1 XY

La cohérence des morphismes vy, apqqa. d<,am<,a et Hﬁ.au¢,£ lorsque

¥V et W varient permet @m condenser respectivement 1és morphismes
Aa : i
@4 W w< et w:.a en des morphismes

I S a—— 2 Y ¢ T}

e

?

4uili!irwm<
T A T (Y1, X
rendant commutatif le diagramme fondamental :

e k » L(Y',X)

%y, \mﬁs

£,
X, 87 ¢ W

m ¥
P @<.L% Ty, ¥

\-\

E E{é
Q o1 Xy {o) fﬁx

AT ¥

By, v,9

&y

»
L(Y',%) > Z8Y
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et 1'on vérifie sisément les prooriétés suivanbes -

: a) @4 ;.5 p sont des fvimorphiswes car wH en &5t de méme

gm Qﬂua mﬁ aq
Y ¥y o, et b

g B

~

¢} t =28t un monomornbisme car bous les du J le sont.

i

7y

guil ont comme conséouence Jdirecte

inisssnt respeciivement

morphisme, £ un bimorphisme et r un monostriet,

a S{YY,YY s'injecte canoniquement dans

T{T,¥) ce aqul rend cohérente la nobvation adophée. :
c) On s kerp=kert donc p est injectif sur X®Y,.ce gui permet
1'identification de ¥8Y avec 1'adhérence dans L(Y",X) dau .
prodult tensoriel mwmmwwwmcm ®Y munie de¢ la topologle in-
Juite. Autrement dit X@Y apperait comme le complété de XBY
pour la topclogie de la convergence "bicompacte" (ou bi- :
équiconbtimue) sur X'xY'. C'est done bien le produit dmmmomeHc
complété & de T 8t Y, E

PREUVE., T1 suffit dans toub cela de prouver 1'égalité kerp=kert. Or

t=r¥p et r et T sont des injections, donc wiwmcundIHAOV. Le morphisme.

p est alors injectlf sur X8Y puisgu'on sait gu'il en egt de méme du
morphisme %, X

REMARCUES,
Rgue 1. Les résultats sont un peu moins fortg que pour les

sont Zes *nirnorphismes car m L ev ﬁq W le mosd..
u B :

4} z est un monostrici car tous les ., - sont des monostricts.
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espaces de Banach car on ne peut prouver gue p est un mel
strict, nl méme une surjection, bien gue oﬁmmnm Py, y solL.
un épistiriet de B, donc une surjection. :

Bgue 2. L'émalité kerp=kert montre que la décomposition
canonique du morphisgme t (dang 1a catémorie ELCC) se. %mpd

travers 1'espace meaqa.q gelon le diagramme

) f— T ¢ LIS

P
P q

(%67/471(0)) " L t(77 1) e xbY
Mais le fait que 8 n'est pas en géréral un monomorphisme .
suffit & prouver gue 1'espace (X&Y/t" (o))" n'est pas une
partie de L(Y',¥). Ainsi, contrairement & ce qui se prodult
avec les espaces de Banach, la décomposition canonigque du
morphisme t dans la catégorie ELCC ne permet pas la défini~
tion d'une classe particuliére d'applications de Y' dang . X.
Cl'est pourquol nous avens préféré la définition donnée plus
haut des spplications nuclésires, estimant gque, dans ce cadre
catégorique, elle egt la seule possible.

Ieg sppiications nuclidaires. T'invariance de la nucléarité mmﬂ trans-

pesition. mntamaomﬁum facilemen®. On peut identifier Mwnw, ) 4 un
espace B AM, Y') de formes bilindaires sur ¥'a¥', mﬁﬁmymmm formes
bilinéaires nucléaires. Cette remargue montre gue la transposition
u—au', qui fzit passer de L{Y',¥X) & L{X',Y}, correspondsnt & 1'é&chan-
ge des varisbles entre B{¥',Y') et B{(Y',X'), induit urn isomorphisme
entre les espaces L1(Y',X) et LY(X',Y). Dorc :

{(2.4.3) PROPCSITION. La trsnsposée u' : X'w»Y d'une application
*scowmmwum  : Y'—w¥ est encors nucléalire.

Te critére gsulvent de caractérisation des applications nucléaires
est & rapprocher du critére (2.3.11) caractérisant les applications
éléments de 1'espace L{Y',X).

(2.4.4) PROPOSITION. S0it u:Y'~—»X une spplicatlion linéaire. Péur
que u soit nucléaire il faut et il suffit que, pour tous
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espaces de Banach £ et F et tous morphismes o : X—aE ef
f : Y—wPF 1'application qug' . : F'—sE solt nucléaire.

PREUVE. La condition est suffisante puisqufalers u définit des appl
cations nucléaires Uy o f m&attwm¢. Elie est augsi nécessaire car |
.

~

les morphismes « et £ se factorisent respectivement & travers des
espaces M< et &f pour V et W convensbles. H

REMARGUE, 81 l'en fixe les morphismes ® et £ on obtient une applica
tion U—mmaup' de 11(¥', 1) dans Hwﬁm_.mv qui egt en réalité un mor-

phisme.

Cette remargue prépare 3 la démonstration du caractérs fonctoriel’
de bwﬁ.,.v. En effet, la définition de wwm&_,wv comme limite projec
tive montre que, pour qu'une application linédaire v d'un ele mcaﬁwm
7 dans Hyﬁdqaxu solt continue {donc¢ un morphisme) il faut et il
suffit que les applications NlIVHwA@.¢mv solent continues pour tout
cholx dss morphismes o 1 X—Il et g¢: Y—»F. Et comme conséquence :

(2.4.%) PROPOSITION. Soilent v : X—aX, et w : Y=Y, des morphismes
de la catégorie ELCC. L'application @ : Li(Y',X)—»Ll(Y¥!, X,
définie par ®{ud=vuw' est un morphisme.

PREUVE. T1 suffit d'écrire le diagramme

i W Ly ¥ v 7,
¢l 7 Ny
! E,

pour tout choix des morphismes d: X,—aE, et £ : Y,—»F, dans des

espaces de Banach. I

Les applications intégrales. Etant donnés deux ecc réguligrs, iden-

tifiés & des duasls X' et ¥' d'elc complets, on pent ooﬁm%@mwmw MWQW

comme un soug-ev de L(¥,X') par l'intermédiasire de H_mvﬁwmhmeaﬁ
injective ¢ ¢ X'@Y'—af(Y,¥') définie par T(x'8y ) (P =7, 7 yx" .
On voit facilement gu'elle se prolonge en un morphisme

Ty XBY el T, XD

~1%3-

et 1'on pourrait poursuivre comme vour la construction des applica~
tions nucléaires. Mals c'egt partiellement inwtile car il est meHHu
tout comme pour les espaces de Banach, que les Bowwuwmswm wN mwmww_
sent duaux 1'un de 1l'autre, Jupprimons désormais les indices X et X',

(2.4.5) DEFINITION. On pose, pour des ele complets X et Y
0, E0) = lim (Y, XD
ig = Wy Sy
e
eV = lim x¢cma$o

ECCR
on les limites inductives sont prises lorsque V et W déori-
vent respectivement ¥{X) et Y(Y). Cr dit que 1l'espace
L1, XY est l'espace des ap»lications intégraies de Y
dans X'. .

On obtient un diagramme commutatif dans ECCE, qul est dual du dia-~
gramme dans ELCC de p.l29 : '

xRy L - 2(Y,%7)
3
.ﬂ.ﬂ
— ﬂw % -~
RS 2 > LY, X6)
© @y — ﬁm<,a t
d B =
) LI > XYL
X ~
£01,50) T g X'@Y'
et 1'on a :

(2.£.7) THEOREME.
a) Les limites inductives qui définissent respectivement

kwm@“M_u et ¥'&Y' =sont moniques.
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b) Dans le diagramme simplifis,
de (2.4.2),

dvual du diagramme simplif

T=1"

e (T, X7)

w=r'

<

@ est un épistrict, ¥

'

78y

£y
rra

un bimcrphisme et ¢ un menomorphism
d'ol il suit que LH(Y¥,x') gs'injecte canonigquement dans
LY, X)) ce qui légitime la notation.

T

ES

¢) On a kerw=kert donc ® est injectif sur espace X'8®7',

2

qui permet de volr gue X'8Y' s'identifie & un sous-zv den:

de 1'ele Am_mw,uo

(z.4.R) COROLTATRE, £(Y,X') = (X8Y)' et X'8Y' = (Li(¥',1)):.

On peut aussi parler de formes bilindaires intégrales en wsdﬂomﬂHm
1'esvace mmnm Y) isomorphe & 1'espace Z1(Y,7').C'est le dual de
1l'espace X&7, ce qui redonne donc bien dans ce cag la meswuowomHm
de Grothendieck. De plus

(2.4.2) PROPOSITION, La transposée u'

est encore intégrale.

: Xe—»¥" d'une application

mwwdmmwmwm Q2 ot YeenX'

Bt sans enbrer dans les détails

{2.4.10) PROPOSITION. Soit u :
u est intégrale si et seulement si il existe des espaces
Banach E et F et des morphismes o : X~—wBE et g 1 Y—wF, ai
TewgF' tels gque le diagr

TewwI' une applica¥tion linédaire. Al

u'une mdﬁHMOmnMOb intégrale u :
q =
'

ﬂﬁ

]

p

e
T e

u
r——————
u
B ——— ]

soit commutatif.

Puis on obitient le caractére fonctoriel de nwn._.u sous la forme

)
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%.11) FROPOSITION., Soient v Xom2¥ et w : &ollva des Bouﬁwwmamm
de la catégorie BLCC. IL'application B &%nw M_VIIPAWﬁWouNov
définie par ®(u)=v'uw est un morphisme de EOCE,

(2

g.

@&

Les foncheurs 2t Par dualité on obtient le caractére wowowowwmw
& =
de @ et ®, d'od l'existence de foncteurs covarianis
8, : ELCC—>ELCO 2t @,, : ECCR-—pECCR

et de diapgrammes fonctoriels commutatifs duauy

W4 — W@.
u- i3
Lyt e &,

Am.q

e G §

itltk&t.ﬂW
&w  —— m

.

Les applications nucléantes et les epplications intégrantes,

Jusqu'a
Q,.
finir des notions nouvelles naturellement ascociées
@.m
Fixons un morphisme u 1 Yem

4 présent nous n'avons jamais considéré entre
11 s'agit

deux elc complets
autres spplications gue les morphismes. meintenant de dé-
aux notions
application nucléaire et d'application intégrale.

7

e}

entre deux elc complets. Il permet de
réaliser de nombreux morphismes fonctoriels :

uﬂ : Ha_liiwﬁ_ Mf : LNIIIIAM
z, @ I, —>I1, ¥l Ll
W H mﬂ|l|'®N .w H @N.i‘*mwm
B s e, T, : B, iy,

gqui sont, bien entendu, liés par des relstions que l'on peut sommal-~
rement exprimer par 1'écriture des deux diagrammes fonctoriels com=

.ESdmdMHm dusux :
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[}
1 4
]
<
)
by

R

HN w. MN ﬂm
1 2 1 -
Loy y et ® .M.J e & H
% Z A Z
w\ / ¥ \
i . m L1 /Jvm
Y’ oY b 2 By
Retenons en particulier les égalités :
1 ., 1 2 . . 1 N 1 ]
(€)' 5 &, = (B ;5 F = (8) ()" .
De ces diagremmes isolons les parities
1 1
3 ¥
Pl ——u gl .ﬁ I
- 1 ¢’ ‘
- -
\.\ \\
e "
-~
T, -~ U 1. 2 1 L—..

ce gui nous permet 4'introduire lesg définitions :

(2.5%.1) DEFINITIONS.
a) On dit que le morphisme u est nucléant lorsque le morT

frimSminin Rt

phisme fonctoTiel & se factorise & travers le foneteur’

b) On dit que le morphisme u est intégrant lorsque le mo

se factorise A travers le foneheur:

phisme fonctoriel mw

i1 défini%t un morphisme L(XL,Y)—=I'(X.,2). Il est intégrent lor

pour tout elc complet X, il définit un morphisme HhN.MinijhwnM

REMARQUES.

. que

~1%Fw
cet ev n'est muni ni d'une structure ﬂomowomy@cm ni d'une
structure compactclogigue, tout comme les mbmmswwmm de EoHI_

phismes.
Baue 2. Ces définitions différent asserz profondément des
définitions des applications nucléaires ou intégrales au
sens de Grothendieck sntre deux elc complets. .

Roue %. On pourrait de méme définir des applications nuelés
antes =% des applications intégrantes entre deux ecc résgu-
liers, mais la lecture des

disgrammes prouve qu'il suffit
d'onérer par transvesition. Nous préférons done tout ramener

aux elc¢ complets.

Le recours sux limites projectives ou aux limites inductives (ainsi
gue 1l'intervention de la dualité) donne trids rapidement la caractié-
risation :

(2.5.2) PRODPOSITICN,
a) Le morphisme u :

les assertions sulvantes sont équivalentes

Y—=3 eat nucléant.
b) Pour tout espsce de Panach ¥
vel.(2

piication v-—wuv de

et toute application

T}, l'application uv : E'—»7% est nucléaire et 1'ap-
T{E"
de Banach E, l'application um_eu, de
ET8Y.

,¥) dans L1{E',Z) est un morphisme.
¢} Pour tout espace
E'87' dans E'8Y’

ge prolonge en un morphisme E'87'wm

PROPOSITION,
a) Le morphisme u :

(2.5.3)

Les zssertions suivantes sont équivalentes :

Y7 est intégrant.

b) Pour tout espace de Banach E et toube application
wed(Z,2'), 1'application wu : Yw-»E' est intégrale et 1'ap-
plicetion w—swu de L(7,%') dans MWA%QM.V ezt un morphisme.
E, l'epplication 1.8u de EBY
se prolonge en un morphisme E®Y—aF87.

¢) Pour tout espace de Banach
dans E®Z

Lz premiédre question importante est sans doute de savoir s'il existe
une réelle différence entre les notions de morphisme nucléant et de

morphisme intégrant, Pour l'examiner partiellement, revenons sur la

.question d’'approximation.

On @Hw gu'uvn ele complet Y a la propriété d'spproximation (4) lors-
mw =Lysy et qu'il a la propriété de biunivocité forte (B) Howmmnm
w . On dit que Y a la propriété de biunivocité faidle (b) quana,
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pour tout elc complet X, le morphisme canonique meliVHm%.,Mu &
injectif. Pour un espace de Banach les propriétés {1), (B) md.;
sont équivalentes. Four un espace de Fréchei, Grothendieck a Ho
dans (G3) 1'égquivalence des propriéiés (A) et {(b). Dans le omm.mm
ral on ignore quelles sont exactement les relations existant en
les propriétés (A) et (E). Toutefols il est facile ds vérifier.
tout elc complet Y admettant une base de voisinages Ve¥(Y) dmwm
les esnaces de Banach WM aient la propriété d'approximation, =a
fait 2 la fois sux conditions (A} et (B).
cipal reste ouvert,

En fait le probléme p
puisqu’on ne connalt aucun exemple d'elc comp

ne satisfalsant pas & l= fois aux conditions (&) et {B). Cela mﬁ
(2.5.4) THEOREME,
2) 3i 7 vérifie lz condition de biunivocité forte (B),
tout morvhisme nucléant u : Y——e7 es% intégrent.
b) 81 Y vérifie la condition 4'approximstion (A}, alors
morphisme intégrant u : Y7 est nucléant.
PREUYE. Xlle se falt avec chacun d=3 deux dizgrammes
(e) (b)
u. ~ ~ ~
Ly ———>il, - &, &, =8, -1,
- "
-~
- | 7]
P h - & 3 -7 &
"y L, = >L., Ty = @mra;zxiva

REMARGUE., Ainsi, si l'hypothése de Benach se vérifie, selon lag
tout espace de

Eanach {ou tout ele complet) a la propriété 4'appr
ximation, donc¢ aussi 12 propriété de biunivocité forte, alors i
a identité entre anplications nucléantes et applications intégr
Ceci montre que, dans 1'état acbuel des choses, il est “pratiqueme
impossible de mettre en évidence un morphisme intégrant {resp :

intégrant).

cléant) qui ne soit pas nucléant (resp :

\

Invarisnce par morphismes. De facon peu prés évidente on & :

Y—p7 une spplication nucléante (

(2.5.5) PROPOSITION. Soit

u 3

intégrante). 8L v ; Y,—»Y et w : Z—»Z, sont des Boﬂww

1'application wuv

Y.~~»Z, @5t nucléante (resp : intégr

-1%0~

aad

Tes théorémes de liaison. Ils vent généraliser les théorémes (1.7.8)

et (1.7.11) relatifs sux esnaces da Tanach .

une application nucléaire et

{2,5.6) THECRENME, Solent v @ %' wpd
W : V=»¥' une copiication 3lément de L{Y¥,X'). Alors H_mWMHMa
cation u=vw : Y7 est intérrante. <
PREUVE, %lle consiste & ge romener aux esvaces de Banach, o‘mm&|w+mwﬁm
& (1.7.8). I1 s'agit de rrouver gue pour tout espace de Banach H, .
w_mﬁﬁwwowﬂwom s—m3vw 8t un morphisme de <L{7,5') dans kwﬁﬂ.m. :
Ta dATinition de L(Z,H') ooswm.
R V8 oy L
; T oy T limite inductive montre déja
QA UH g gqu'il suffit de prouver que,
oy Y nour tout We¥(Z), 1l'application

Sw-mEpvw @3t up morphisme de
H,Lgoﬁqv dans LH(Y,5'), autve~

ment 4it que 1l'applicetion pvw : YeesZ, est intégrante. Or on salt
qu'il sxiste Ue¥(X) et wY(Y) vels ocm:w.mﬁﬁwwomnwos w se factorise
4 travers une apwlication w : ,Ht!v,:o appartenant & HH&¢,N&OV.

suffit donc de prouver sue 1'apnlicatincn Vw=pvgow est intégrante, ce
espaces de Banaca, puisoue vV est nucléaire, de

qui raméne bilen aux
sorte gue le théorime esb une consdauence de (L.7.8}, B

Joient w : Ve-»¥' une application intégrale et
¥',2). Alors l'appli-

€2.5.7) THROREME.
¥'—a7 une anpli

v o cation élement de L

cation u=vw 1 Y—»7 est nucléante.

\

encore & se ramener auy espaces de Banmach, denc

DREUVE. Elle consiste
a (1.7.11). I1 s'agit
ltapplicetion g=—svws

nour tout espace de Banach H,
i

est un morphisme de L{¥'.Y) dans L-(8',2).

Lz définition de wwﬁm_,mu comme

de prouver cue,

" R S & Y limite projective montre déjé
w a vﬁ m'il suffit de prouver gue,
S - A pour tout x&dﬂmu, 1'application
Ty : > Lo - >Ly s--»DYWs est un morphisme de

L(H',Y) dsns LY(H',%), sutre-

ment dit que 1'application pvw : wairwﬂ &5t nuclésnte. Or on sait

qu'il existe Ug¥{X) et eY{Y) tels oue 1'azpplication w se factorige
%1 Yy—eXjo. T1 puffit donc de

-

3 travers une application intégrale w :
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prouver que 1l'application VvW=pvaw est nucléante, ce qui raméne bien
aux egpaces de Banach puisque v= vﬂombm,ccn Eu.

Application aux espaces nuclésires. L'elc complet Y est nucléaire

-~

E3
lorsque &Au@%. I1 est immédiet que cela impligue aussi 1'égalité

1 2 . : , - s s
H%.u@@ ; et puiscu’on salt que Tout espace nucléaire a la propriété

d'approximation, on <cwa oc un espace nucléaire Y rend égaux les

guatre foncteurs &, z:, H4“ et H@..

Te rapport de la nucléarits svec les notions d'application Hmwpmwmbdn

et d'epplication nucléante est extrémement simple et clair.

(2.5.8) THECRE

Soit ¥ un ele complet. Les assertions suivantes
[sont 4quivzlentes : '

2) ¥ est un espace nucléaire,
b) T'application identique 1, =5t intégrante.

c) L'application identiaue 1., ezt nucléante.

d} Pour tout espace de Banach ¥, tout morphisme U : YwF
est intégrant.

e) Pour tout egpace de Barsch 7, tout morphisre U ; Yol
est nucléant,

£) Cn & 1'ézalité :topologigue mwmﬂ = ~W®M .

FREUVE. Compte tenu d'un théorime de Pietsch, elle se fait selon le |

schéma logique
b

@AHVU\\\ﬁ ﬂﬂlﬂaAﬂVm .
b

a

2==0b et asm==hc, Ces deux implications vroviennent immédiztement de

2

L'égalité des quatre foncteurs "en Y" rappelée plus haut lorsque Y

est nucléaire.
be=pd. Il suflit de prouver d==pb. Cela vient du fait que, pour %ou

iy v espace de Banach E, toute application
¥
Y > »E vedl(Y,E') se factorise & travers un
////Jr#,\“\\q espace de Banach %W en une application:

-t~

Sfepe. 11 suffit de prouver se—nc. Op dire que, pour ﬁomﬂ espace @m.
By Hw Sanach E, 1! mﬁvwwomdwoﬁ VoV agh du

q m Joﬂﬁwwmamnmh w_,Mv dang HHAM. Nv,
:flflrﬁu 3Mwﬂﬁ dire, gréce & lz définition mm.
LTOAN, Y)Y comme iimite projective, aﬁm
cour tout Ve¥(Y) 1'application Ve
est un mornhisme de TIR!',T) dAen .-mu_,-qu Cette remargue nous

b

ramane donc & l'agserticn s,
boepf et co=af. Or sait ~ue h; 2 la prepri
done clair, en utilisant ls=z imites pr w
el Maé.,vauwwmm. Alors 1'=zszzer“ion b im
Br- 28y ot 1 asserticw ¢ impliaue 1'4palitd L
ce qui est la méme shose. ‘

été d'approximation. Hﬁwmmﬁ
es, gue HHmw,.hwvummﬁM

irectement w_mmmHMWm

(x,ehy.roye, 3“

oo
[
o

f=a. Clest vrécisdment 17 le thiorime de Pietsch (Pl : Sate wmv. : 4
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