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Tutonime 27. ~ (a) Si K est Uhypergroupe & associativité d'un
quasi-groupe, il eviste sur K des sélections de groupe.

(b} St K est Uhypergroupe d'associativité dun hypergravpe,
une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe sur K une
séleciion de groupe est que les complezes Uxdx sotent équipotents.

Démonstration. — Elle découle des deux lemmaes précédents, du
fait que pour tout 2€K, on a Uk = ¢ o (2), et du fait
déja remarqué, que si K est I'hypergroupe d’associativité d’un
quasi-groupe, les complexes Uy % sont dquipotents.

C. Q. B D.
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INTRODUCTION GENERALE,

1. Osser DU TRAVAIL. REMERCIEMENTS. — L'objet du présent
travail est de résoudre un certain nombre de problémes, dont
certains sont demeurés jusquiici ouverts, relatifs aux stractures
bornologiques. Le travail est divisé on trois  grandes parties
coiffées d'une ¢« Note historique ».

Dans la premiére partie, nous développons une Lhéoric géné-
rale de Ia complétion en bornologie, en commencaut par donner
une solution constructive complite o1 générale au probleme de
complétion des espaces bornologiques posé il y a neuf ans par
M. L. Waelbroeck [54]. Dans la seconde partie, nous résolvons
le probléme général du produit tensoricl bornologique d’espaces
bornologiques dans Pesprit de Grothendieck [16]. Dans Ia troi-
sibme partie, nous traitons do la nuclgarité sous e point de wvue
bornologique et résolvons le probléme de la caractérisation on
termes de structure du doal d’space nucléaire, Nous renvoyons




198 H. HOGBE-NLEND.

aux introductions particulitres de chacune de ces parties pour
la substance de leur contenu. La « Note historique » fixe et explique
le cadre philosephico-historigue général du présent Mémoire et
répond notamnment aux questions relatives a la genése, au déve-
loppement, aux applications et aux perspectives de la bornologie
dans le cadre de I'Analyse fonctionnelle moderne. Nous liveons &
la fin de ce iravail lo froit de nos recherches bibliegraphiques.

[l an’est particulibrement agréable de remercier ici M. le Pro-
fesscur J. Colmnez, Président do Département de Mathématiques
de Bordeanx qui, en dépit de ses lourdes charges administratives,
a dirigé avec une conscience exemplaire mes travaux de recherche
pour la préparation de ce Mémoire. Je lui suis infiniment recon-
naissant.

Je remercie vivement M. lo Professeur J, Riss qui n'a cessé
de s’intéresser au développement de mes travaux et a accepté
de présider le Jury devant lequel je soumets cette Thése.

Je vemereie vivement M. le Professeur 1. Schwartz de P'Unj-
versité de Paris d’avoir accepté de venir & Bordeaux pour la
soutenance de cette Thase.

Je témoigne une gratitude toute particulitre 4 M. le Professeur
L. Waelbroeck, de PUniversité de Broxelles, qui w’a invité a
deux veprises & Bruxelles, w’a consacré de nomhreuses heures de
discussions sur le conlenu du présent iravail et m’a fait des
suggestions me permettant d’améliorer la présentation de certains
de mes résultats. Je le remercie aussi d’avoir accepté de venir
4 Berdeaux pour la soutenance de cette Thése,

Je remercie M. J. Martinet de m’avoir denné un second sujet
particuliérement intéressant, de m’avoir aidé dans la préparation
de ce sujet et d’avoir accepié de participer au Jury.

Enfin mes vifs remerciements vont au Personnel du Dépar-
tement de Mathématiques, et plus particulierement 4 Mile Odette
Mitoyen, qui a réalisé avees compétence et dévouement la tiche
de dactylographie de cette Thése.

2. NOTATIONS BT TERMINOLOGIE GENERALES, — De fagon
générale, nous suivons sans référence spéciale les résultats clas-
siques, conventions et tevininologie usuels du traité de Bourbaki
et ce qui concerne notmpment la théore  des " ensembies

- - - e e S S
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et la théorie des espaces vectoviels topologiques; ceux de
A. Grothendieck {16] en ce qui concerne la théorie des produits
tensoriels topelogiques et des espaces nucléaires et ceux de
H. Buchwalter {9] en ee qui concerne la théoric des espaceas
vectoriels bornologiques.

Toutefois nous nous écarterons de la terminologic de Bourbaki
sur les points suivants : Pour nous, comme pour L. Schwartz [45]
un espace ultra-bornologigue est un espace localement convexe
(ele) limite inductive d’espaces de Banach, autrement dit un
espace de type § au sens de Grothendieck [16]. Un ele sera
dit semi-Montel si tout horné est relativement compact, autre-
ment dit un espace de type (M) au sens de Grothendieck. Nous
appelons bornivore une partie absorbant les bornés; un disque
est un ensemble convexe équilibré non nécessairement fermé;
Penveloppe disquée d'une partic A est son enveloppe convexe

équilibrée et est notée |A. Un espace semi-bornologique est
un ele sur lequel toute forme linéaire bornée est continue. Ce sont
donc les « houndedly closed spaces » de Mackey. Un ele est horno-
logique si et seulement si il est semi-bornologique et de Mackey
(c’est-a-dire sa topologie initiale coincide avec la topologie de
Mackey). La relation d’ordre de finesse sur les topologies loca-
lement convexes sur un espace vectoriel F sera notée {moins
fine que). Tous les ele donnés a priori sont supposés séparés,

Nous nous écarterons de la terminologie de H. Buchwalter
sur les points suivants : Nous appelons espace bornologique, ce
qu'il appelle « espace vectoriel bormologique convexe » mais
gardons la méme abréviation ¢ ebe ». Les « espaces bornologiques »
de Buchwalter seront appelés par nous ensembles bornologiques.
Antrement dit, nos ensembles hornologiques sont les « ensembles
& bornés » de Waelbroeck et nos espaces bornologiques séparés
les 4 espaces & bornés » du méme auteur [53]. Rappelons & toutes
fins ufiles que tout ensemble bornelogique peut dire isomorphi-
quement plongé dans un espace hornologique ([53], p. 24). Nous
appellerons bornologie de caractére dénombrable ou bornologie de
Kormogoroff [voir « Note historique »] une bornologie vérifiant
Yaxiome (D) de Buchwalter, ¢'est-a-dire pour laquelle une partis A
est bornée si et seulement si toute partie dénombrable de A
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est bornée. Nous appellerons suile de Cauchy-Mackey [voir « Note
hislorigue »] toute suite de Cauchy au sens de la oo:,‘é,w@:nm de
Mackey. Nous dirons qu'un ebe est complet aw sens de Machey
pour dire qu’il est ¢ presque-complet » au sens de Buchwalter
froir « Note histovigque »}. Nous noterons IHom (I3, I} Pespaco
des applications linéaires borndes d’no ehe & dans un ehe I' et
par £(E, F) Pespace des applications lindaires continues d'un
ele E dansunele I'. La bornologie BTE ot B est un ebe sera appelée
la bornologie affaiblie de T5; c’est en eflet Ia bornologie de I associde
& la topologie affaiblic =(R, E*} ot E* est le dual bornologique
de E. Sur le dual bornologique E* nous ne considérons a prior;
Aucune topologie contrairement & . Buchwalter. La relation
de finesse sur les bornologies convexes sur un espace vectoriel
est notée < {moains fine que). ,

Les econventions générales ci-dessus sont complétées dans les
mtroductions partieulidres de chacune des Lrois parties du présent
Mémaoira.

NOTE HISTORIQUE.

GENESE, DEVELOPPEMENT ET PERSPECTIVES
DE LA BORNOLOGIE
DANS LE CADRE DE I’ANALYSE FONCTIONNELLE MODERNE.

Nous nous proposons dans cette introduction de tracer eof
Lexpliguer le cadre philosophico-historique général du présent
Mémoire en répondant préalablement aux questions suivantes :
Qu’est-se que la bornologic ? Comment est-elle née et s’est déve-
loppée ? Quelle est sa raison d’stre, quel réle joue-t-clle, quelles
sont ses applications et ses perspectives ’avenir dans lo eadre
de Analyse fonctionnelle moderne ?

1© Le concept elassique Fespace bornologique connu dans la
théorie des espaces vectoriels topologiques a son origine dans lo
phénomene hien connu suivant, Etant donné un espace normé B,
la famille de tous les bornés do I an sens de la norme caraciérise
fa topologie de Pespace. 1l existe done une relation des plus

mtimes enirs In topologie de 0 ek sa « hornologie » {ensemble de

e e e e e et P et e —
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ses parties hornées). Si Pon convient d’appeler « topelogie » Ia
théarie des structures définies par des « voisinages » et par « borno-
logic » la théorie des structures définies par « des bornés B, 0n
peut afors dire qu'au niveau des espaces normés, topologie ol
bornologie sont identiques. Cette situation de « confusion », on
le sait, cesse de s'lmposer au niveau des espaces vectoriels topo-
logiques généraux. Partant de la hornologie d'ua ele (espace
localement convexe) séparé, deux voies peuvent tre empruntées
pour tenter de reconstruire la topologie de 'espace. La premiare,
une voie inferne, consiste 4 considérer In topologie sur E dont un
systéme fondamental de voisinages de (o) esl constitué par les
disques bornivores de B, La seconde, une voie emterne consiste
& considérer Pespace B* des {ormes linéaires borndes sur T en
dualité séparante avec I et & considérer la topologie de Mackey
relative 4 cette dualité. On constate alors que ces deux voies
conduisent 4 une seule et méme topologie T, sur E en général
sirictement plus fine que la topologie initiale da E. Cette topo-
logie, qui a pour caractéristique essentielle d*#lve engendrée par
une hornologie est dite topologie bornologique et les elc pour
lesquels T =T, sont précisément les ele bornologiques, espaces
qui ne sont en derniérve analyse que les limites inductives {locale-
ment convexes) d’espaces normés et qui furent pour Ia premitro fois
¢tudiés de fagon systématique par G. Mackey {30}, N. Bourbaki
{8], Donoghue et Smith [13]. Le concept moderne d’espace bornologi-
que est une généralisation dans un certain sens des ele bornolo-
gigues, généralisation fondée sur la notion d’ensemble horné.

2% La notion d’ensemble borné fut introduite dans les
espaces vectoriels topologiques vers 1935 par Kolmogorolf et
von Neumann {36]. Le premier, généralisant une idée de Banach,
Mazur et Orlicz, posa la définition suivante : Un ensemble B,
d’un espace vectoriel topologique est dit borné si pour toute
suite (z,) de points de B et toute suite {%,) de nombres réels
tendant vers (o) la suite (3,m,) tend vers (o). Le second définissait
un borné de I comme wn ensemble absorhé par tout voisinage
de (0). Il est classique depuis 1937 (voir Wehaussen [60]) que cos
deux définitions sont équivalentes. C’est dans la thése doctorale
de G, Mackey (1942) 730] et [31] que fut mise en Tumisrs pour la
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premidre fois de fagon décisive Pimportanes fandamentiale de I
notion d’ensemble horné dans Ja théorie des espaces loealement
convexes. Dans [30], Mackey introduisit Ja notjon de convergence
eonnne aujourd’hui sous le nom de conpergence bornologique ou
convergence locale aie sens de Mackey; il introduisit la notion de
cldture bornologique et de « houndedly closed space » espace
localement convexe dane lequel toute forme lindaire hornée est
continue; il étudia en détail la notion de convergence bornolo-
gique, notamment les notjons d’adhérence, de fermeture, de suite
de Cauchy, de complétion qui en découlent, établit la Haison
entre le probléeme de 1a mesure abstraite de Ulam et celai du
produit transfini d’ele bornologiques. Au chapitre V de [30],
Mackey attagua une théorie systématique des ensembles hornés
et des « bornologies » (¢ boundedness »), introduisit et étudia
cing (5) types de hornologies dont notamment : la bornologie
sumple, bornologie engendrés par les homothétiques d’un borné A
{par exemple bornologie d’espace normé), la bernologie vérifiant
e second amiome de dénombrabilits, c’est-d-dive 3 base dénom-
brable {exemple : bornologie d’espace DF) et la bornologie véri-
fiant le premier axiome de dénombrabilité, c'est-a-dive la pro-
priété suivante : Pour toute suite (A,) de bornés de E, il existe
une suite (%) de nombres réels positifs telle que Cw:b: 503t
encore hornée {exemple : bornologie d’espace métrisable). Au cha-
pitre VI, il entama I'étude des barnologies dans les espaces fonc-
tionnels (¢ uniform boundedness ») et dans [31] appliqua ses
théories bornologiques & étude de Ia dualité dans les espaces
veetoriels topologiques. On peut eonclure que sous Iimpulsion
de Mackey, la bornologie naquit et se développa dans sa premisre
phase d’une part comme une théorie o priori « indépendante »
de toute topologie, d’autre part comme principal moteur et
instrument de Ia théorie des espaces vectoriels topologiques.

Aprés les travaux de Mackey, Ia bornologie s'engagea dans
la seconde phase de son développement essentiellement caracté-
risée par le développement de la notion d’ensemble borné comme
istrument pour la théorie des espaces vectoriels topologiques.
Dans cette seconde étape, la homologie en tant gue théorie
¢« indépendante » est pratiquement ignorée.

e e e e o e e s,
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Ces deux derniéres décennies, le développement triomphal de
la théovie des espaces vectoriels topologiques et des structures
qui lui sont intimerment lides, a créé de nouvelles eonditions pour
un reteur & la bornologie en tant que science, ouvrant ainsi la
troisiéme phase du développement de la hornologie depuis 1935.

in 1951, puis en 1954, G. T. Roberts [38] et d’autres avteurs
de I'école anglaise, dans leurs travaux sur les espaces vectoriels
lopolagiques ordonnds, furent amends 3 Pétude des topologies
définies par une famille de parties dites ¢« bornées » d’an espace
vectoriel vérifiant un systéme d’axiomes strictement identique
au systéme modere d’axiomes de définitions des « espaces a
bornés » ou « espaces bornologiques » (voir 191, (3], [54)). Ce travail
eut pour notivation, une géndralisation des topologies définies
par les bornés au sens de Pordrve. Cette étude axiomatique con-
duisit comme il advient fréquemment en pareil cas & une concep-
tion plus claire de ces dernitres topologies. Aux environs de rg6o,
M. L. Waelbroeck [53] de Iécole belge, dans ses travaux sur Ia
théorie spectrale des algébres complétes constata qu’en derniére
analyse, ce qui jouait un réle essentiel dans sa théoerle, c’était la
notion de partie bornde et non de voisinage; il introduisit et
¢tudia les « espaces 4 bornés » [53) et plus tard, les ¢ b-espaces »
et les ¢ b-algébres » [56]. De son c61¢, J. S. E. Silva 48] de I'école
portugaise, en recherchant a développer une théorie suffisam-
ment riche du Calenl différentiel dans Jles espaces vectoriels
topologiques, fut amené 4 souligner que ce n’est pas la topologie
qui est appelée & jouer wn réle fondamental dans cette qguestion
mais plutdt la bornologie. Cette imporiante thése est pleinement
vonfirmée par de nombreux, récents et importants travaux de
mathématiciens de divers pays, Toujours aux environs de 1959,
J. Mikusinski [34] de Pécole polonaise, en recherchant & géné-
raliser la théorie de Wloka des distributions opératiannealies
(distributions & valeurs dans le corps opérationnel de Mikusinski)
théorie qui échappait & la théovie des distributions vectoriellos
de L. Schwartz {45] (dans la mesuve ot le corps pseudo-topolo-
gique de Milkusinski n’est @ priori muni d’aucune structure veeto-
rielle topologique d’ele sépars et quasi-complet) fut amend 2
introduire et étudier les « réunions d’espaces de Banach », espaces

Journ. de Math, tome XLIX, — Fasc. 3, 1p7y0. 7




202 H. HOGBE-NLEND,

qui sont catégoriquement équivalents aux espaces hornologiques
complets. D'autres anteurs, notamment Foias et Marineseu de
Pécole  roumaine ([14] et [33]) ont créé des structures
«despaces polynormés » étroitement lides & la notion d’ensemble
borné. Certains mathématiciens de Idcole sovidtique notam-
ment Makavov [32] ont fait une étude systématigue des limites
induetives (localement convexes) d’espaces normés, c'est-a-dirve
des topologies TR ot Ii est un espace hornologique. D'autres
mathématiciens sovidtiques, notamment Berezanski f2] d’une part
et V'école japonaise avee 1. Nakano et T. Shibata [49) d’autre
part, se sont distingués dans Ia théorie de la « réflexivité horno-
logique »... Un premier pas particuliérement élégant vers une
vue catégorielle et synthétique de la hornologic a été {ait en 1965
par le mathématicien frangais H. Buchwalter 9] dans Pesprit
hien connu de N. Bourbalki.

3¢ Tous ees récents ot importants travaux de mathématiciens
de divers pays montrent gu’une importante question est a Pordre
du jour : la théorie des siructures bornologiques. La théorie des
espaces vectoriels topologiques est née de la hornologie et s’est
développée sur la hase de la hornologie. Aujourd’hui, i1 me semble
4 la lumitre de mes travaux et de ceux de divers auteurs, qu’au
stade actuel du développement de I'Analyse fonctionnelle, le
point de vue bornologique peut et doit éire systématisé avec Intérét :
a. Tout d’abord le point de vue bornologique offre un cadve
nouveau pour une reformulation claire, simple et naturelle,
premier pas vers de sériguses généralisations, de plusieurs impor-
tants vésultats de VAnalyse fonctionnelle ot plusieurs aspects
de la théorie des espaces vectoriels topologiques. Exemples :
G. T. Roherts [37) a démontré en partant du point de vue borno-
logique que l'important ihéoréme de Banach-Diendonné n’est
qu’un cas particulier d’un théoréme beaucoup plus général établi
pour Jes espaces bornologiques. T en est de méme de principaux
covollaives de ce théordme, notamment du théoréme de Krein-
Smulian cavactérisant les convexes fermés du dual d’un espace
de Fréchet. J. D. Weston [62] a moniré que la théorie de I'inté-
gration des Tonctions vectorielles a support compaet de Bourbaki
se réduil en fait & Ja théorie des fonctions & valeurs dans e dual
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faible d’un espace de Banach. La théorie de Bourbaki poureait
done étre un cas particulier d’une théorie beaucoup plus générale

a

de Pintégration des fonctions a valeurs dans un espace bornolo-
gique, & « bornologie compacte » {dans un sens a préciser) par
exemple les espaces « [arfelogiques » ou « ch-espaces » de
Waelbroeck. Dans la méme direction, M. L. Waelbroeck [67] a
montré que la théorie de Pintégration des fonections ultra-continues
a valeurs dans un espace vectoriel topologigue non localement
convexe esquissée par Etter en 1965 s’insére dans le cadre plus
général ci-dessus. Relevons aussi suivant [58] que la notion de
différentiabilité C* d’une fonction définie sur une variétd 4 valeurs
dans un espace localement convexe E ne dépend que de la bornoe-
logie de E. Enfin nous montrerons, dans le présent Mémoive,
que les structures bornologiques constituent le cadre naturel de
plusieurs importants aspects de la théorie des produils tensoriels
topologiques de Grothendieck et de la théorie de DFredholm.
b. Ensuite, comme l'ont montré Waelbroeck et Mikusinski, les
structures hornologiques s'introduisent immeédiaterent dans cer-
taines struetures algébriques ot aucune structure topologique ne
semble pouvoir &tre définie de fagon naturelie et intéressante.
¢. Enfin les structures vectorielles topologiques se sont dans une
certaine mesure révélées inadaptées pour la solution de certains
grands problémes qui se posent 4 I’Analyse fonctionnelle moderne,
par exemple, le probléme de la différentiation dans les espaces
vectoriels topolegiques, alors que, comme ont montré Silva et
d’autres suteurs, les structures bornologiques semblent misux
adaptées pour ce genre de problémes. Tout cela parait naturel
dés qu'on analyse les choses du point de vue historique. 1.’Ana-
lyse fonctionnelle moderne part essentiellement du célibre traité
de Banach [1] sur les ¢ opérations linéaives », c’est-a-dire de la
théorie des espaces normés. La notion de norme est une notion
algébrique et non topologique. Une norme engendre une tapoe-
logle et une bornologie et on sait qu’au niveau des espaces de
Banach, point de vue topologique et point de vue bornologique
conduisent aux mémes résultats, mais il n'en demeure pas moins
que ¢'est 1a deux points de vue distinets. Le développement de
I'Analyse fonctionnelle a partiv des cspaces normés pout dane se
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faiee soit en partant du point de vie « voisinage de oy et alors
on est conduit A la théorie des espaces localement convexes,
c’est-d-dive des limiles projectives (localement convexes) despaces
semi-normés, soit en partant du point de vue « ensemble borné »
et on est alors conduil & fa théorie des ebe, c'est-a-dire des limites
inductives (hornologiques) despaces semi-normés. Ainsi, 4 chague
type de probléme corvespond nécessairement un type approprié
de structure, il est alors naturel que la topelogie puisse dchoner
l& o 1a bornologie réussit et inversement. Aucun des deux peints
de vue ei-dessus ne peut a prior: dtre sous-estirad, Barnologie et
topelogie vectorielle sont deux aspects distinets et complémentaires
d'une seule et méme réalié.

4° Jusqu’a ce jour, seul le point de vue « voisinage de (o) »
a €Lé largement développé. Aujourd’hui, les conditions de I'épa-
nowssement intégral du peint de vue bornologique sont réunies
et Pune des tdches centrales de Iheure est de lo développer de
Tagon intéressante et systématique. En un mot, il semble uiile de
développer de fagon extensive une importante aile de U Analyse fone-
tionnelle maderne ayant pour base la notion densemble bornd.
C'est daus le cadre des premiers efforts pour I'accomplissement
de cette tiche que nous plagons le présent Mémoire.

PREMIERE PARTIE.

THEORIE GENERALE
DE LA COMPLETION BORNOLOGIQUER
DES ESPACES BORNOLOGIQUES.

INTRODUCTION,

1. Norarrons ot Termivorocts, — De fagon générale et sauf
mention expresse du contraire, nous suivons sans référence
spéciale les résultats elassiques, notations, conventions et termi-
nologie usuels du traité de Bourbaki en ce qui concerne notam-
ment la théorie des ensembles et la théorie des espaces vectoriels
topologiques. Nous suivons les notations et terminologie courantes
de H. Buchwalter [9] en ce qui concerne les espaces vectoriels

e e e L P
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bornologiques. Toutelois, nous nous éecartons de cet auleur en
appelant « espace hornelogique » ce qu’il appelle « espace vectoriel
bornologique convexe » mais gardons la méme abréviation ¢ ebe ».

Sauf mention expresse du contraire, toutes les opérations caté-
gorielles (timite inductive, quotient, etc.) qui interviennent dans
le présent texte sont prises au sens bornologique. 51 E est un ebe,
on notera E =lim(E;, =;) ot lindice i représente le borné

—

‘disqué B; avee [B,j.c; une base de bornolopie de E; F; repré-

sente Iy, U'espace vectoriel engendré par B; et semi-normé par
la jauge de B. Pour B,CB, on notera i<} et =y Pinjection
canonique de E; dans E;. On notera F;le complété de E; au sens
structure uniforme et %, le prolongement canonique de =; a K,

Si E est un ebe t-séparé, on notera E* son dual bornologique.
Chaque fois que E* interviendra comme ebe, la seule bornologie
considérée sur cet espace sera la bornologie suivante : Une partie
de E sera dite bornée si elle est bornée sur tout borné de E, Si B
est un ele (espace localement convexe) séparé, on désignera par I’
son dual topologique. Chaque fois que E’ interviendra comme
espace bornologique, la seule hornologie considérée sur cet espace
sera la bornologie équicontinue.

2. OBIET DU PRESENT TRAVAIL. — Le but du présent travail
est de développer une théorie générale de la ¢ complétion » en
bornologic. Nous commengons par poser sous sa forme la plus
générale et donner une solution affirmative constructive au pro-
bléme suivant de complétion des espaces bornologiques posé
dans [54] par M. L. Waelbroeck : ¢ Etant donné un ebe, B, cons-

traire un ehe complet E et une application lindaire bomée i
de B dans B vérifiant la propriété universelle suivante :

Pour toute application linéaire bornée u de B dans un ehe
complet G, il existe une application linéaire bornée & de & dans G
unique telle que w= o »

Le couple (7, &) &1 existe, est alors naturellement unique &
un isomorphisme bornologique prés en tant que solution d'an
probléme d’application universelle. L'espace [ sera alors appelé
le complété bornologique de E. On uail que dans [54], M. Waelbroeck
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a conjecluré une réponse allimnative au probléme  ci-dessus,
Plus tard, dans [55], il a construit un sspace bornologique U
(espace « & hornés » suivant sa terminelogie) tel que toute appli-
cation linéaire hornée de U dans un espaee bornologique complet
est nulle. Divers auteurs, dont M, Waelbroeck, ont considéré co
résultat comme une « anomalic » et, confondant le probléme
universel de la complétion bornologique avee celud, secondaire,
de Plmersion de E dans E ont déduis que Pespace U ne pouvait
tire « compléié ».

Nous montrons que cetie H.:ﬁﬁ.mﬁ.m.wmmc: n’est pas la bonne,
L’exemple suscité de M. Waelbroeek prouve sculement qu’il
existe des espaces bornologiques dont le complété au sens défini
par M. Waelbroeck lui-méme dans [54] est réduit & (o) et par
conséquent que 'application canonique i de E dans son « &ventuel »
complété n'est pas nécessairement injective. (Qu'une application
canonique déduite d’un probléme universel ne soit pas injective
est un résullat fort courant en mathématiques : rappelons en
eifel pour mémoire le eas de la construction des produits tensoriels
des Z-modules; eelui de la construetion des anneaux de fractions
ou, plus proche de notre sujet, le cas de la complétion des espaces
uniformes non séparés. Il en résulte gue malgré Pexemple de
M. Waelbroeck, exemple qui est intrinséquement trés important
¢l que nous utilisons par ailleurs, le probléme de complétion des
espaces bornologigues reste entidrement posé. Nous le résolvons icl,

Les résultats essentiels du présent iravail ont été annoncés
sans démonstration dans deux Notes & ’Académie des Seiences
de Paris ({19] et [20]).

Dans le premier paragraphe, nous ¢nongons ¢f démontrons lo
théoréme d’existence et dunicité du complété bornologigque, ot nous
en déduisons quelques conséquences plus ou moins immédiates.

Le paragraphe 11 est consacré a Pétude de la structure borno-
logique du complété pour une classe particuliére d’espaces horno-
logiques que nous introduisons : la classe des ebe aus normes
concordanies. Pour ces cspaces, la stracture bornalogique du
complélé prend son maximum de shuplicilé et Eintérdl : On
retrouve en effet daus le compléné bornologique des propriétés
analogues aux propriéiés essenticlles du complété dun espace
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uniforme. La classe des ebe aux normes concordantes est trés vaste ;
elle comprend presque tous les che rencontrés dans la pratigue,
notamment tous les cspaces vectoriels topologiques ({loealement
convexes séparés) et leurs duals wmunis de la bornologie équi-
continue et plus généralement tous les che polaires ou complets.

Le paragraphe I11 étudie les relations entre le complété borno-
logique et le complété topologique d’un espace vectoriel topa-
logique. Le probléme qui se pose ici [et quon peul poser dans le
cas général] est le suivant : Soit * Je foneteur covariant qui opére
de la catégorie des espaces vectoriels topelogiques localemnent
convexes (elo) dans la méme catégorie et qui A tout ele B associe
son complété B au sens structure uniforme et A toute application
linéaire continue u de E dans F fait correspondre son « prolon-
gement » canonique & aux complétés. De méme soit ~ le foncteur
covariant, qui opére de la catégorie des ebe dans la méme caté-
gorie et qui A tout che E associe son complété hornologique [
et & toute application linéaire bornde de K dans F associe son
« prolongement » canonique aux complétés bornologiques, St B est
un ele, le probléme est de compaver BE o B(R) dune part,

AN
TH et B d’autre part. Nous obtenons des résultats intéressants
dans le cas d’ele bornologigues et surtout métrisables.

3. RAPPELS BT REMARQUES SUR LES ESPACES BORNOLOGIQURS
compLeTs. — Rappelons qu'un espace bornologique est dit
complet s'il posséde une base de bownologic formée de disques
complétants. Il est dit complet au sens de Mackey si toute suite
de Cauchy-Mackey cst hornologiquement convergente {c’est-
a-dive convergente au sens de Mackey). M. Waelbroeck [63] a
montré quune eondition nécessaire et suilisante pour qu'un ebe B
s0it complet est que les deux conditions suivantes soient satisfaites :

{1) E est complet au sens de Mackey.
{2) Pour tout borné B de E, B est encore borné ot +B est
Pensemble des sérvies .Mw: by o b, €B et (%) une suite de scalaives
: P |

telle gue .M“mwz_mm. .

=51
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Dans [35], L. D. Nel a établi par un exeirple Pindépendance des
cenditions (1) et (2) en montrant gu'un ebe complet au sens
de Mackey n’est pas nécessairement complet. Pour un espace loca-
lement convexe et plus généralement pour tout espace bornologique
aux normes fortement concordantes {voir définition, § II), les deux
notions de complétitude ci-dessus coincident. Dans le cas d’un
cspace loealement eonvexe on a done cing (5) notions usuelles
de complétitude done quatre {4) distinetes : Un ele complet {tout
filtre de Cauchy est convergent) est quast-compler (tout borné
fermé est complet) done semi-complet (toute suite de Cauchy est
convergente} et par conséquent complet au sens de Mackey, ¢’est-
a-dire bornologiquement complet.

L'espace de Nel a d’autres propristés remarquables gui résul-
Leront intmédiatement des résultats du paragraphe 11 Cest un ebe
aux normes faiblement concordantes (il est limite inductive
bernologique d’espaces normés I, tels que pour i, E, est
relatil dans ;) et non fortement concordantes {car 1l est complet
au sens de Mackéy et non complet). (Cest aussi un exemple d’ebe
t-séparé et mon polaive. Cet espace coincide algébriquement aves
son complété.

L — THEOREME D'EXISTENCE ET D'UNICITE
DU COMPLETE BORNOLOGIQUE.

i. Inonct by THEORRME FONDAMENTAL ET PROPOSITIONS
PRELIMINAIRES.

Tutordmr 1. — Seit 1 un ebe non nécessairement sépard.

(a) Il eaiste un ebe complet o et une application 1 : T+ B
lindaive bornée ayant la propriéis (P) suivante :

(P) « Pour toute application linéaire bornée u de £ dans un ebe
complet G, il existe une application lindaire bornée w:fh—=G
unique telle que v == fio .

(b) Le couple {i, B} est alors wnique & un Lsomorphisme borno-
logique prés, cest-d~dire i (0, BY est wn second corple  formd
dun ebe complet et d’une application Linéaire bornée de & duns 1

A e e D
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possédant la propriéié (P), il existe un isomorphisme bornologique 4
de E sur B’ unique tel que i’ =1,

La partie (b) du théordme résulte immeédiatement de la partie {«)
en vertu des propriétés générales d’une solution d’un probléme
d’application universelle. L'existence du couple (i, MV est évidente
si I est un espace normé (prendre [ = I et i Pinjection canonique).

Pour prouver I'existence de ce couple dans le cas général,
nous aurons besoin des résultats préliminaires suivants intéres-
sants én eux-mémes,

Purorosrtrow 1. — Soit B ﬁ::hwﬁwr 7)) un ebe sépard,

{) E est injectivement ot bornologiquement plongs dans Uebe
£ = WHIWWQW: m_.va

(i} £ est un ebe en général non séparé, a fortiort non complel,

Preuge. - Soit u;: ;- B, injection canonique. Le systéme
d’applications (w;) est inductil (¢f. Bourbaki [3] poura termi-

nologie), done D'application i,=limu; de E dans E est bien
e

définie; elle est unique, linéaire et injective [¢f. Bourbaki {5],
§ 6, n® 4, prop. 6 et [3], chap. 111, § 4, n® 11, corollaive 1 de la
proposition 10]. On sait alors que i, est définie par le diagramme
commutatif suivant :
Ej lllp._nal.iw: mm
= R
~ v
E=tim(Eg, my) Jlﬂi,u!m.ﬁ.mrac._um
On en déduit immédiatement que £, est bornée d’ott assertion (1)
de la proposition 1. L’espace E étant une limite inductive {borno-
logique) d’espaces de Banach, dire qu’il est séparé équivaut, 3
dire qu'il est complet. Il en résulte aussitdt que cet ebe n’est pas
en général séparé (complet) car sinon tout ebe séparé E serait
injectivement et bornologiquement plongé dans un ebe complet,
ce qui est Taux en géndral en verte Cun contre-cxemple bien
connu <de L. Waelbroeek [55].
Journ. de Fath., lome NLI¥, — ¥use. 3, 1950, 28
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Notation. — On notera i, : B — L Pinjection canonique,
Prorosrrion 2. — Soient E=lim(E;, 7s) un ebe séparé;
T
F=lim(E;, Ly) un ebe complet. Toute application linéaire

1
—
bornée w de E dans I se prolonge de maniére unique en une appli-

cation lindaire bornée de It =lim(E,, .} dans F.
. — - .
Prewve. — . Ezisience du prolongement : L’application u :
E=limE,~ ¥ =1mF; éant lindaire bornée, pour tout indice I
- —
il existe un indice j (non nécessaivement unique) noté j == f(i}
tel que u({B;) soit contenu dans F,= Fru et que la restriction
de u & I3 soit continue de E; dans ¥ Notoms wy, s cette
restrietion. Pour tout indice f{i), ¥,y est un espace de Ranach
(puisque F est un ebe complet), donc uy, s se prolonge de manidre
R . . ., . LT -,
unique en une application lindaire bornée i, ., de B, dans F.
Si Pindice ¢ est inféricur ou égal & Pindice k, 31 existe un indice f(f)
tel que f(i) = f(k) puisque u(E;) est contenu dans u(E,). Alors
les diagrammes snivanis sont commutatifs :

Ui, fi)
] = Frn=Frin

ik bren, £ty Ltk FiE)

£y = Frie)=Fr

Y, i)

[ NS SV

COMPLETION, TENSEURS, NUCLEARITE EN BORNOLOGIE. 211

Posons

o e . T T
E17= 3t @ Wi 1 ST a0 iy, k)

On a grefia=g pouwr tout ik Il en résulte (Bourbaki I3],
chap. 1II, § 1, n® 11, prop. 10) qu'il existe une application g
unique de B =1lim(f, %) dans F telle que gi= ge@;. Posons
g == u,. Par définition de u, le diagramme suivant est commutatif.

#ty /

O
G
I en résulie immédiatement que u, est lindaire bornde. 11 est
elair que u, prolonge u. En effet si o est un élément de I, il existe
un indice ¢ tel que x appartienne 4 E. Alors

wlz) =gi{@) = hpgo n, p i (%) = g r 0 () = 0w {2).

b. Unicité du prolongement u, de u : Soit v, une application
linéaire bornée de E dans F prolongeant u. Pour tout indice
viot, el u coincident sur E; done la rvestriction de ¢,01, & K,

. . « - . \\AJUJJ.!. .\/
est u, yn pour tout indice f(i) associé & i Donc vioi,| = w4
5

A

sur ;. Le diagranume suivant est done commutatif :

ik
T “ m%mm
A

E¢ — = Fep
oy fli}

E;

car les deux applications continues de ; dans Fqy [f{i} conve-

nablement choisi] coincident sur E; done sur B, (puisque F,
est un Banach). On en déduit alors que

. =1 TN
== O Uy o TR 6 uiﬂ,
np i
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A

et par conséquent ¢, ==u, sur %, (£;) done ¢, = u, sur If = (&),
d’ott 'unicité du prolongement et la proposition 2 est comple-
tement démontrée.
Prorosirron 3. — Soit G=1lm{G, g,} une limite inductive
e

bornologigue non nécessairement séparée despaces vectoriels normés
(ce qui implique que les applications §i; ne sont pas nécessairement
injectives); H un sous-espace bornologique de G.

\:Es m H mmwm %W& i ma.p (elgébriquement o bornologiquement).
I i

Preuve. — 1° Définition des applications g; ¢ Par définition de

la limite induective on a le diagramme commutatif (D,} suivant

pour <07 :
G
(D,) \ / .

G e p;
m.@.. 4

La commutativité de {D,) entraine existence d’applications g,
telles que le diagramme {D,)} suivant soit commutatif,

L
&; — g,
oy g 8 pour igf

.
g; (H) 9ij g:{H

Ln effet, il suffit de vérifier que 0 g s'annule sur Z(H) :
Soit z;&€g,(H) antrement dit glz)eH; dire que 0og (z)=o
Gy
# (1
cest-d-dive gog(a) appartient & 1L O gie gifa) = gia)

A x

dans équivaut A dire que g;(a) appartient & M\Q.S.
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d’aprés (D) done appartient bien & H, ce qui vérifie la commu-
tativité du diagramme (D).

Les applications g, sont done bien définies; elles sont lindaires
et pour i<l fixés, g, est unique.

G
(M)

Il est en effet clair que c’est un systéme inductif d’espaces
vectoriels et que les applications g, sont bornées [¢f. dia-
gramme (D,}].

Gy

Posons G'=1lim Al._ .:.vu ott Hy== 7 (H) et notons w, I'appli-

20 Le .wm\.w&smﬁ ; m.:.v est un systéme inductif 'sbe

I,
] . G, ,
cation canonigue de T, dans G'.

G g
3% Nous allons montrer que i1 =G algébriguement.

a. Pour tout indice  soit § lapplication linéaire trjective
G

de 37 dans m définie par le diagramme commutatif (D) suivant :
; :

6
e e

% s
T

5 &

g i

h.

Flo

En rapprochant les diagrammes commutatifs (D,) et (Dy), on
obtient le diagramme commutatif {D,) suivant :

0 T ¥ pour t&f
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La commutativité du diagramme {D,} entraine la commu-
tativité du diagramme (D,} suivant :

(D) 5.
5 \ / pour i/
LT G

G
H
4
H T g e
i Fij Hj

En effet, pourle <mim9., il suffit de vérifier que gt g o Pi=00g;
[en tenant compte du diagramme {D,}}, ce qui est presque évident
car siz; € Gy, on a

gre&ipovi () =& (Gyo o2y = &) (902 (=) [ diagramme (D) ]
==& e eguled =2 (908,) o gylay) | diagramme (D))

= we (@0 g77) (o) = g o gy () [ diagranme (D)) ],

Le diagramme (D) est done bien commutatif.

G T .
b On a donc uwn ensemble 7 €t pour tout indice i une appli-

. . Gy G . . .
cation g de _hm dans Mm ielle que la relation i<lj entratne

g°6,= & [diagramme (D;)]. I en résulte {Bourbalki [5],

chap. I1, prop. 10 déja cité) qu’il existe une application g unique

P G G . . .
de G HMMMR dans g7 telle que le diagramme {D,) suivant soit

commutatif :

Tle

O5) ;

G

Hi

autrement dit g = gou. Cette application g est injective (car les
mﬁﬁ:omﬁgm g sont injectives) et lindaire, De plus, en vertu du
diagramme {Ds), elle eat bornde,

COMPLETION, TENSEURS, NUCLEARITE EN BORNOLOGIE. 215

Rapproechant les diagrammes précédents, on obtient le dia-
gramme commutatif (D;) suivant :

[ U
H

G
G mo.. ;

ll
g;

o) ¢

e. Nous allons montrer que g est un isomorphisme algébrigue
de G’ sur m Pour- cela il ne reste & vérifier que la surjectivité.
II suffit manifestement [¢f. diagramme (D.)] de vérifier que
WHCWNA_WWV. mcuwaﬂﬁavzsimgmaﬁ? m. wu_:.aé:ma
_m
v

appartient & G= C g:(E;}, = appartient & un g(T) done

2= g;(1;} ol y; appartient & E; done

Emme{r) =oogily) = ooy [diagramme (1) = gi(o,()) =z:{c)

ot z= o;{y;) appartient a _a.ul.m_ d'odt la surjectivité de g ot d’aprés
i

ce qui précéde g est un isomorphisme algébrique borné de G
sur 8.

i

4° Pour achever la démonstration de la proposition 3, autre-

. , G -
ment dit pour achever de démontrer que $ muni de la borno-

logie quotient est bornologignemeant isomorphe a la limite indue-
Gy

“tive bornologique des quotients bornologiques 7' il ne reste qu'a

1

vérifier que g est bornée,
Boit alors ¢(B) un borné de -Io_, {quotient hornologique), ot B

est un borné de G. Nous devons montrer que (B) st contenu
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dans un g{A) oft A est un bomé do _mw Or B est borné dans G,
done il existe un indice 7 tel que B soit contenu dans g(B,) otx B;
est borné dans G;. Alors (B} est contenu dans 2o g:(Bi) = g,(5;(B,))
[diagramme (D.)] = §,(A) en posant A = @:{B;} partie hornée
de .

I,

La proposition 3 est complétement démontrée.

Cororrarre 1. — Les données ef notations étant celles de la
proposition 3. On suppose H b-formé dans G. Alors la limite induc-

rnmrE|M1:%mumE.mm.
- P::m 8y) o5t sép

En effet T étant b-lermé, le quotient hornologique ﬂ est

séparé. On peut encore dire, H étant b-fermé, mhﬁb est bfermé,
donc fermé dans G, (condition de Mackey), et par consé-

G,
C . &mUD
limite inductive bornologique est séparée.

quent

est un espace normé. (omme g, est injective, la

Cororraire 2. — Soit G=hm{G;, g;;) une lmite inductive
iy ‘

bornologique non nécessairement séparée d’espaces de Banach.

Lebe séparé associs & G est complet.
 En effet soit H la b-fermeture de (o) dans G. L’espace m est
par définition 'ebe séparé associé & G, Comme 2 (H) est b-fermé
dans lespace de Banach G, Pespace v_.wwv est un espace de
Banach et par conséquent la limite amnm:ﬁ?m bornologique

. D., . . ... .
rﬂwml ik m:v est compléte en tant que limite inductive séparée
=gl

{corollaire 1) d’ebc complets, d’out le corollaive 2.

2. DEMONSTRATION DU THEOREME D'EXISTENCE (suite et fin).
— 1° Supposons F séparé. Soit £ I’ebe séparé associé A&
I =lim (&, %i7). B est un ebe complet (corollaive 2 de la propo-

—

sition 3). De plus, toute applieation linéaire bornée de F dans
un ebe complet se factorise (par passage au quoiient) de maniére

~ e
Iy

unique & travers B. Soit i, la surjection canonigue de I sur K.

T s 2 o e —

ﬁ.ﬁw?zﬁvu.m.z‘ﬁ:uzh TENSEURS, NUCLEARITE EN BORNOLOGIE, 217

Posvns {=1i,0i,. Le couple (i, &) vérilic la propriété (P} da
théoréme. Fn effet soit w une application linéaire hornée de K
dans un ebe complet F. Bn vertu de Ia proposition 2, il existe
une application u, de E dans F Nnéaire bornée unique prolon-
geant u, donc par construction de B il existe une application
linéaire bornée de £ dans F unique telle que w=ffe{ en vertu
du diagramme.

2% 51 E est non séparé, soit E, l'ebe séparé associé a B,
Le couple (Z,, E,) solution du probléme pour E, I'est aussi pour I,
Lexistence et I'unicité du complété bornologique d’un espace
bornologique sont complétement prouvées. Le théoréme 4 est
démaontré,

Dirrsrrion 4. — Soit E un ebe séparé ou non. L'ehe complet &
déifiny dans lo démonstration du théoréme 1 s'appeilera le complété
(bornologique) de Pebe E et Papplication linéaire bornée ¢ de T
dans & sappeliora Vapplication canonique de E dans son complété,

3. ReMarouEs ET CONSEQUENGES IMMEDIATES DU THEOREME
FONDAMENTAL,

Remarques. — 1° 11 est possible que £ soit réduit a {0}, auquel
cas Vapplication i n’est évidemment pas injective. Cela se pro-
duira si et seulemnent si espace I coincide avec la b-fermeture
de son origine. Cest ce qui se produit effectivement dans Pexemple
donné par M. Waelbroeck [55].

2¢ Ainsi que le montre ce qui précéde, Pespace R =lim(R, %;,)
4 s I.I...Wl I 4
bien qu’en général non corplet est trés étroitement lié an complété

bornologique de E. De plus cet espace en vertu de la propo-
Journ, de Mauth., teme XLIX. — Fase. 3, 1g70. %0
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sition 2 jouit d’une propriété universelie. I nous semble que cot
espace soit appelé & jouer un réle pratique important. Nous Ini
donnerons le nom de quasi-complats {bornologique) de E.

Tirons quelques conséquences immédiates du théordme . 1.

Prorosition 4. — Soit B un ebe. Pour gue lapplicaiion cano-
nique i: - & soit injective, il faut et il suffit que pour tout élé-
ment non nul w de B il existe une application lindaive bornée u
de E dans un ebe complet telle que u{x) = o.

Ce eritére standard résulte aussitét du théordme 1.

Conorratne. — Tout ebe t-séparé est injectivement et hornolo-
giquement plongé dans son compléts.

ProvosiTion 5. — Soient E et F deys ehe; u: B+ F un iso-
morphisme bornologique. Alors u se prolonge en un isomorphisme

barnologique de B sur F.

En effet, u: B> I se prolonge d’aprés le théoréme 1 en une
application linéaire bornée &: 8 > F. De méme o =% :Fo |2
se prolonge en une application linéaire bornée 7: B » B, J1 est
elair que o prolonge Pidentité de F donc coincide avec l'iden-
tité de P (unicité). De méme Hod est Pidentits de E, ce qui
exprime que & et ¥ sont des hijections réciproques 'une de Pautre.
Comme elles sont bornées, ce sont des isemorphismes bornolo-
giques réciproques.

Prorosririon 6. — Soient E et F deux ebe; u: B — F une appli-
catton linéaire bornée. Il existe une application lindaire bornde 7.
unique telle que le diagramme

3
Né
¥

Il suflit. d’appliquer le théoréme 1 A Papplication jew: T — &,

J

%]
P
B U i -

T F

soit commulaitf.

P S O —
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Conorrarnz. — Soient B, F et G trois ebe; f: BT, g: 7> G
- .
deux applications linéaires bornées; alors gof = Fof.

(’est une conséquence immédiate de la propriété d’unicité de
la proposition 8,
Pour énoncer la proposition suivante, notons F Ia b-fermeture
de (o} dans E=lim(E,#;,). Si % désigne Papplication cano-
—
nique de E;—E on notera I; le sous-espace vectoriel & ()
- . . o (B .
de E;. Alors on sait (proposition 3) que [ ﬂrﬁmﬂ_ Ty ).

—
mm T~

Soit % : — E 'application canonique. On a alors le résultat
i
suivant :
Prorositron 7. — Tout borné de E est contenu dans Padhérence

@

dans un maﬁ._ﬂhv de Vimage par Papplication canonique i d'un
]
borné de L.

Preuve. — On a le diagramme commutatif suivant :

>
. o 2. vi Ei
E; E; -
7 Ry Q\mm
E : - .,m\ ty Eant ™

y -~ ~

Soit B un borné de E. B est contenu dans un %;(A) oit A est
borné dans W (guotient bornologique). Done il existe un borné B;
;¢

~

de B, tel que A soit contenu dans v.,,ﬁw_.v. Done B est contenn
dans %00{B;). Or B étant horné dans f;, on peut supposer

Y s

que B; est Padhérence B; dans F, d’un borné de . Alors B est
contenu dans F;00;(B,), c'est-a-dire contenn dans Foov(w(B1})

(adhérence dans mhv. done contenu dans %, (e udB,)) Amﬁ::w-
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a
L

wmmnmamsm wnv done contenn dans e 0w B;) —mmrmemdom
H

mmnm mmﬁwﬂv% c’est-d-dire contenu dans z(w(Bj)) vamamnom

p
dans m%%vg {¢f. diagramme ci-dessus). Comme fy(B;) est un
borné de E, la proposition est démontrée.

Rtemarque. — Nous reviendrons plus loin {§ 11) sur la structure
hornologique du complété dans un cas particulier pratiquement
fondamental ot le résultat de la proposition ci-dessus prend une
forme plus simple et plus élégante.

Prorostrion 8. — Soit E un ebe t-séparé; Br=(R)" algébri-
quement el bornologiquement.

Preuve. — L'égalité algébrique vésuble immédiatement du
théoréme 1 puisque E est injectiveraent plongé dans B (corollaire
de la proposition 4). Comme il résulte immédiatement des défi-
nitions que Pidentité ()" - (B)* est hornée, la propesition 8
sera démontrée si nous vérifions que toute partie H de (E)
bornée dans B* est bornée dans (E)”. Seit alors B un borné
de §. On sait (prop. 7) que B est contenu dans :(B) adhérence

dans un m_mmv d’un borné B de E. Alors mmwuuﬂcmmv est

vEeEN .
contenu dans H{Z{B)) qui est contenu dans H{{B)) (adhérence
dans le corps des scalaires). Comme i est injective et ¥ borné
dans (E)* Ta proposition 8 est démontrée.

II. — STRUCTURE DU COMPLETE
D'UN ESPACE BORNOLOGIQUE.

1. EspacEs BORNOLOGIQUES AUX NORMES CONGORDANTES.

Dirmirion 2. — Solent E; et E, deux espaces normés de
normes respectives p, et p, et % une injection linéaire continue
de E, dans E.. Nous dirons gue les normes p, et p, sont faible-
ment (resp. fortement) concordantes sur B, si pour toute suite
de Cauchy (z,) dans E, telle que m{z,} converge vers wiw,)

b e e
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dans I, [resp. =(x,) converge dans E.] la suite (%) converge
vers x, dans E, [resp. {x,) converge dans E}.

St la boule unité de E, est fermée dans B, [condition « VF ¥,
les normes p, et p, sont automatiquement fortement {a fortiori
faiblement) concordantes sur E,.

Dérrvarron 3. — Nous dirons qu'un ebe £ posséde la pro-
priété de concordance faible (vesp. forte) des normes ou que F est
un ebe qux normes faiblement (vesp. fortement) concordantes, s'il
est séparé et s'il posséde une base de bornologie (B, telle que
MHWWAM: Ty} de maniére que si.p; désigne la norme de
Vespace E, alors, pour tout 12 les normes p;, et p; sont
faiblement (resp. furtement) concordantes sur E,.

Exemples. — Tout ebe polaire ou eomplet est un ebe aux normes
fortement concordantes. En particulier si E est un espace foca-
lement convexe séparé BE et £ muni de la bornologie équi-
continue sont des ebe aux normes fortement eoncordantes.

Remarquons [¢f. Introduetion, n® 3] qu’il existe des ebe aux
normes faiblement et non fortement concordantes. La vérifi-
cation du fait qu'un ebe polaire est un ebe aux normes forte-
ment concordantes est immédiate.

En effet, un ebe polaire E admet une base de bornelogie (B}, for-
mée de disques fermés pour o{E, E*). Alars si i}, B; est fermé
dans E; et dans B, pour o(E, E*). Notons E% e dual de E; mum de
la topologie faible induite par E et par I, le dual de E; muni de la
topologie définie par la jauge de B;. Comme o(E;, EY) =o(E, E")
induite & E;. B; est un disque fermé dans B, pour o(L;, Ej) done
fermé dans L'espace mormé E; Mais B; est la houle unité de B,
(car fermé dans E,) ce qui assure la classique condition « VF» {vol-
sinages fermés) et par conséquent la concordance forte des normes.

2. THEOREME DE STRUCTURE DU COMPLETE. — La structure
bornologique du complété d'un ebe aux normes concordantes
est donnée par le théoréme suivant :

Tutorkue 2. — Soit E un ebe de compléts K.

() St T est uwn ebe awr normes faiblement  concordantes,
soub { Lo, le systéme correspondant d'espaces normés el e
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= lim{E, =)
—
(@) Be==lim{E, 2,) autrement dit le guasi-complété  bornolo-
i

gigue de E est complet;

(B) Tout borns de T est contenu dans Padhérence dans un F,
d'un borné de Bi;

(¢) Tout élément de I est limite bornologiyue d'une suile de B
et par conséqueni E est dense dans B (pour la pseudo-topologie
déduite de la convergence de Mackey). :

(1) St B est un ebe aux normes fortement concordantes, T est
un sous-espace bornologique de son complété.

Preuge. — {3} La concordance faible des normes est équivalente
4 la biunivocité des appleations ;. Par conséquent, la lmite
inductive lim(1%, &} est sépavée done compléte, d'out Vasser-

—
tion (a). Les assertions (b} et (g} résultent aussitét des définitions
et de la structure hornologique des espaces normés .

(1) Supposons que IL posséde la propriété de concordance forte
des normes. On sait déjd (proposition 1} que E est bornologi-
quement plongé dans son quasi-complété. Inversement, soit I
une partie quelcongue de E, bornée dans F pour la bornologie

induite par E. B est contenu dans BAE, ot B est un borné de E,
done ’aprés Passertion (8), B est contenu dans B;NE ot B; est
Padhérence dans un E; @’un borné de E; borné qu'on peut
toujours supposer fermé dans B, Auntrement dit, B est contenu

dans
_WBA\C:\ = mn= ol siok).
r

i J=i

PO

Si toutes les intersections B.n E; pour j £ i sont vides, la démons-
tration est terminde. Simon, soit un indice j3£1 tel que BinE,
s0it nen vide. Soit @ un élément de B.AE; et un indice k tel
que L, contienne [; et H; il existe une suite de points de B,
qui converge vers o dans [, Celte suite () est donc nne suite
de Cauchy dans E, convergeant vers un point & de E; Nous
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allons montrer que celte convergence se fait selon la norme Pi

Or cette suite converge dans £, pour la norme p;, donc elle

converge dans IoH pour la norme py, ?E, B, est injectivement et
continiiment plongé dans £,). Comme 2 appartient & E,, i} s'ensuit
que la suite (w,) converge dans B, Mais les normes p; et p, sont
fortement concordantes sur B, 2 appartient & 1i; et la suite (x,)
converge vers @ dans ;. Mais B, est fermé dans L, done & appa-
tient & B. Comme z est un élément arbitraire de B;n E; il
s'ensuit que B,N E, est contenu dans B, et par conséquent on
a toujours B,y CWD E;) contenu dans B, donc B est
isid

contenu dans B, mwmc borné dans K, ce qui achéve la démons-
tration du théoréme 2.

Conorrarre. — Soit B un ebe aux normes feiblement concor-
dantes t-séparé, T est t-sépars.

I sullit de wmontrer que (£)* sépare E. Soit 2 un élément non
ntl de B. Cet élément est limite bornologique d’une suite (a,)
de points de E avee z,7£0 2 partir d’'un certain rang. Alows,
comme i est t-séparé, il existe, pour n assez grand une forme
linéaire bornée fsur E telle que f(z,) =1 (par exemple} donc F(z)
est différent de o pour un certain fe& B*=(R)", d'on le corollaire.

3. ComPrLETION DES S0US-ESPACHS, QUOTIENTS, SOMMES DIRECTRS.

-Propvostrion 9. — Solent B un ebe auxr normes farblement
concordantes tel que B =lim(E; 5,); F un sous-espuce bornolo-
—

gique de B; F=FnE; muni de lo norme induite par 1, Alors

F=1mF; et F posséde lo propriété de concordance faible des
—
normes.

Preuve. — 11 est clair que IF = Lim F, algébriquement. Notons K.

e

Pespace F muni de la bornologie induite par F et par F, Iespace F
muni de la bornologie limite induciive.

Soit B une partie de F. Dire que B est hornée dans T, équivanl
a dire qu’il existe un indice 7 tel que B soit contenu et horné
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dans B, autrement dit que B soit contenu et borné dans F,=E.A F
{F; étant un sous-espace normé de E)), cc qui est équivalent 3
dire que B est horné dans T,

La deuxidme assertion est évidente : i ‘_,:._ est la restric-

]
i
tion de w; a [, =;]  estd valeurs dans F; et comme \_ﬁ; = _»,.‘..@,
’ B ¥ i
P s i
o S SR s’ensuit
et que %,; est injective, la biunivoeitd de ﬂ.‘..— .
4
aussitdt.
Conorrarne. — Pour quwun ebe T so0it un sous-espace borno-

logique de son complété, il est nécessaire que B posséde la propriété
de concordance faible des normes et il est suffisant que & poeséde
la propriété de concordance forte des normes.

Clest nécessaire car tout sous-espace bornologique d’un che
aux normes faiblement concordantes est un ebe aux normes
faiblement concordantes (proposition 9) et tout ehe complet
posséde évidemment la propriété de concordance faible des
normes. C'est suffisant en vertu du théoréme 2 (ii).

Prorosrrron 10, — Soit _w_“ymw M* lo somme directe borno-
=1,

logique d’une famille (M*), o1 d'ebe séparés. Pour tout L€ L, on
M ==HmM;, MY étant des espaces normés.
[M.HY
(i) E= WHMV@ M. (bornologiquemend).
o«
(1) Pour que LT posséde la propriété de concordance fatble des
normes 1 suffit que M* posséde lu méme proprisé.

Alors Tt = P M {algébriquement ot bornologiquement).
‘e L

Preuve.  — {i) Pour tout «Zf soit fup: (D M- @ M
LEL hY-14
Pinjection canenique. Si on note Tag : Mi-> Ms Pinjeetion cano-
nique, fop= €5 nig. La restriction a M: de fap est done miy
- }mq. . - . -
done fop(M;)} == nle (ML) est contonn dans M. 3i I'en pose

B=s b ML, fust,
bl B Ma Jus)
H
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on peut appliquer un théoréme de Bourbaki ([5], § 6, no 6, prop. 10}
pour conclure que B’ == . Notons de plus gue les applications f,4

sont imjectives puisgue kerfog= ) kerv’y. Reste A montrer
=13 !

que E'=F bornologiquement. Pour cela notons :

{1} 2 ﬁw@rﬁ_,_ Tt AP B (injection canonique),

{2} Pour 2 fixd, M= mmw:m et mi: Mi A (applicalion canenigue),
(3) Pour « fixé, muﬁym%r ML et fh: Mi»E. (injection canonique),
{§) = _tmr:.u Ly, Jar By B (application canonique).

>

Daprés (1) et (2) la bornologie convexe de E est la plus fine
parmi celles rendant horndes les applications T,0a%: M E
(transitivité des structuves finales [3]). D’aprés (3) et (4} la borno-
logie convexe de B’ est 1a plus fine parmi celles rendant bornées
les applications f.o0,: Mi-» B, Op wp ost Ja restriction de fap
4 M: done =% est la rvestrietion de f- & ML Donc si 2 est un &ld-
ment de M2 on a

(Jao ) (&) = fu O () ) == fo () = 7% () == 50708 (),
el par conséquent fiel,=s,ex} sur M done E = L’ {borno-
logiquement). _

(i) Supposons que chagque M* posséde la propriéié de convor-
dance faible des normes. On a

Bt @ Miszlim Am:“ Zp_._v {bornologiquement)

—— e L e |t
o * ¥ /
avee
N, y== € ML {somme direcle localement convexe),
ned

o J est une partie finie quelcongue de L. Autrement diz,
E=limN,, ou v={(a, J}, Les espaces N, sont des espaces
i
ki

normés. De plus, ces espaces sont injectivement plengés dans E
puisque Ies espaces € M. sont imjectivement plongés dans L.
LEL
It en vésulte que si (B)e, ost noe base gueleonque de bornologie
de I, les familles (137 ot {N,) sont cofinales puisque lim B, =N,
e _—
Journ. de Math, teme XLIX. — Fasc. 3, 1970, 30
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{bornologiquement), done {N,) est une base de bornologie de E.

Pour montrer que E posséde la propriété envisagée il sullit donc
. R SN TN LN L.

de montrer que les applications 78 ¢ Nuy— Ng, sont injectives;

. o s s

autrement dit que les applications linéaires €0 Tay 2 @ ML - P My

L

. . ted x&d 3
sont njeclives,
Or
( esl fini),
donce
PN S
~—0N... — QIP
m_@.. « LED tafi
done
Py o SN
F&.ﬁ 7k v =her nt v H,E.AL:V =0
.h.mmw =B TNGE ) R, e '
C. 0. F. D.
Alors

@ Mz i @ M= Tim{ liwr @ .Fv
LEd e W& e | e L EL
A4 x 4

15 = lim _\/,".h {(thénreme 2) ==
—

N
. Pas R . . . s
@ bim @ M= @ lImM, {daprés le raisonnement de (£Y] == € M+,
— L WEL el
k3 +*

Eoutes les égalités étant bornologiques ;la proposition est démontrée.
£

Conovtaren, — Soit mﬁ—hmm un produit bornologiyue fini
=t
d'ebe auw normes faiblemen! concordantes. T, est un ebe auz normes

H
faiblement conecordantes et mﬁm mmm (produis et bgulité borno-
I

logiques).

Provosirron 11, — Sotent B un ebe; I, un sous-espace de 1
et T la b-fermetuve de F, dans K. Alors m_rv = w Bn particulier

¥

st I est un sbe aux normes faiblement convorduntes fel qite

. . . R S
o=z lim {1, 750, Aiv = -
- K, —a\
SN

lex wy; étant injectives,

AN
’ ?,_Q.
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Preuve. -~ La premiére assertion résulte du fait que le quotient
{séparé) d'un ebe complet est complet {résultat qui n’a pas en
général d’équivalent en topologie) et de la propriété universelle
du complété bornologique.

La seconde assertion résulte de la premiére et de la propo-
sition 3. Les vérifications sont hmmédiates.

4. PROLONGEMENT DES INFECTIONS TT COMPLETION DES LIMETLS
INDUCTIVES. — 50it u une application linéaire continue de G
dans H ot G et H sont des espaces vectoriels topologiques sépards :
Nous direns que u vérifie la « condition de Robertson » si pour tout
fittre de Cauchy ¢ de G tel que u(®) converge vers un point
de u(®), ® converge vers un peint de G. On sait que cetie condi-
tion équivaut & dive que 'application & de G dans IT est injec-
tive dés que u est injective. .

Derrvreron. —  Soient H=Ilim(LE;, =;) e F =l (T, )

— —
deux ebc séparés el u une application Unéaire bornée de T, dans T,
Pour tout indice i soit wi i la restriction de w & B; & valeurs
dans Fyu (notations de la démonstration de la proposition 2).

Nous dirons que u vérifie la condition de Roberison si toutes les
applications w; pw vérifient lo condition de Robertson.

La démonstration de la proposition 2 permet d’énoncer le
résultat suivant :

Prorosrrion 12, — Soiert 15 et F deww ebe aun normes faible-
ment concerdanies el u une injection lindaire bornée de B dans F
vérifiant lo condition de Roberison, 1t est une injection de & dans F.

On tire immédiatement le

Conorramre. — Seit E=lim(E, Tap) une llnile tnductive
e

d’ebe séparés. Si pour tout o2, wy est une injection vérifiunt
la condition de Roberison :

fi= :wshﬂuf mﬁu,.u.
=
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Preuve. — En effet Phypothése entraine que les applications =,
vérifient la condition de Robertson, ce qui équivaut & dire que
les ebe E, vérifient la propriéié de concordance faible des NOTIES.

5. CARACTERIBATION DU COMPLETE,

Prorostrion 13. — Soient un ebe complet E=lim(E, =y), F un
—

sous-espace bornologique de E. Pour que T coincide algébriquement et
bornologiquement avee F, il faut que ¥ soit dense au sens de Moackey
dans B et il suffit que pour towt i€ 1, F 1\ B, soit dense dans I,

Preuge. — La nécessité résulte de ce qui précéde {théoréme 2}.
Démontrons la suffisance. Pour cela, il suffit de montrer que E
verifie la propriété (P) du théordme 1 relative & F. Soit done G
un ebc complet et u:F— G une application lindaire bornde.
Si Fi= FnE, on sait que F=limF; (prop. 9) et que F est

—
un ebe aux normes faiblement conecordantes. Done u est bornée
sur Fe=limF,. Soit u; la restriction de u & F;; ¢’est une appli-
—
cation linéaire bornée de F, dans G denc {(théoréme 1) se pro-
longe de manitre unique en une application linéaire bornde i
de F;= ;= E, dans G. Par« recollement. des morceaux » (raison-
nement du théoréme 1) on obtient une application lindaire bornee
#=limw de E=1mE, dans G prolongeant © de maniére
—n >
unique d’oit E=1I' et la proposition est démontréc.
111. — RAPPORTS ENTRE COMPLETION BORNOLOGIQURR
LT COMPLETION VECTORIRLLE TOPOLOGIQUE.

Soit E un elc (espace localement convexe) séparé; BE, Pebe
associé. On sait que BE posséde la propriété de concordance
forte des normes, ce qui entraine en particulier que Papplication

s . .
canonique ¢ : BE - BE est wn isomorphisme bornologique (dans);

autrement dit, la bornologie de T est I'image réciproque par i de
la bornologie de BE [ow de celle de i(E)].

Soit I le complété topologique de I et w: - B Pinjection
canonique. Puisque B est un ebe complet, il existe une appli-

~ s

cation Lindaire hornée & unique de BE dans [ telle que == o,
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L’application 7 n’est autre que le prolongement de Pinjection
E - E au complété bornologique BE de f. On Pappellera Yappli-

-

s N
catton canonigue de BE dans B,

‘Prorosrrion 14 — Soit F un espuce localement convexe séparé

et bornologique; B = TBE (algébriguement et topologiquement).
. . gt - a . oy

Preuve. — Soit Ei: L —BE. Cest une application linéaire

o -
bornée de E dans TBE donc de E dans TBE; comme E est
P
vombowomﬂzovwmmwoozﬂﬁcm.“ﬁuo:wgcbﬂ.me Qﬁmﬁ“ﬁwmvz

T
suffit de montrer que le couple T.v .Hm.ka est solution du problime
d’application universelle de la complétion des espaces vectoriels
topologiques pour E. Soit (v, F) un couple formé d’une apphi-
cation lindaire eontinue ¢ de F dans un ele complet F. H existe
une application linéaire bornée v, unique de BE dans T telle que
== ¢ 01, Cest-d-dire telle que le diagramme

E 8t

soit sommutatif. L’application ¢, étant bornée de BE dans I

est continue de TBE dans F et comme F est complet, #; se pro-

longe de maniére unique en une appheation lindaire continue &
N
de TBE dans F telie que le diagramme

T

] v

TEE >T BE
v
“
‘ F
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soit commutalif; done le diagramme

Y

Pavs

BE =T BE i
{

. .
' o ﬂw
i
v v '
_u

~ s

est commutatif. La lactorisation $= pai est la factorisation
T
. , P TE o
cherchée et par conséquent fi= TBE (algébriquement et topo-
logiquement).

=
s

Conovramme 1. — Si B est un ele séparé Lornologique; alors B
contient & et B contient K, les injections étant horndes {Tinjection

L 15 est méme un isomorphisme) (en notant § le compléts borno-
logique de B,

Les notations étant celles du corvollaive 1, on a le

Cororrame 2. — Soit E un ele métrisable.
6 B=1 {algébriquement);
(3) Du point de vue topologique, B est I'espace localement conveze
associde 4 Ii;
(ii) Du point de vue bornologique, ln bornologie de T est iden-

e

tique & la bornologie affaiblie de &, est-d-dire BRE =R TH,

Preupe. — En vertu de la proposition 13, il suffit de montrer

-~ A

que E=10 (algébriquement) (voir remarque 2 ci-dessous), Tout
élément z de F est limite dans £ d’une suite {z.) de points de B,
La suite (z,) est donc de Cauchy dans E. Puisque E vérifie la
condition de convergence de Machey, la suite {2,) est une svite

!

de Cauchy au sens hornelogique dans E done converge dans E
(au sens de Mackey) vers un point y. Comme [ ast njectiverment

et bornologiquement plongé dans £, la suite {z,) converge borno-

logiquement done topologiquement vers i dans fi. 1 en résulte
gue w==y, donc amm
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Remarque 1. — Llassertion (iii) du corollaive 2, entraine (e

si B est un ebe topologique, tout borné de 1 est adhérent dans B
& un horné de E, avtrement dit on a alors une réponse affirmative
& un probléme de Grothendieck : « 8i E est un espace métrisahle,

A

tout borné de K est-il contenu dans Padhérence d'un borng

de E » {15).

Hemarque 2. — Si E est un ele bornologique {non nécessaire-

ment métrisable} égalité algébrique E = I entraine aussitot
que L& est un ele bornologique puisqu’alors on a d'une part
s

TBE=L {algébriquement) et d’autre part f=TBE {algébri-
. P
quement ¢t topologiquement) done TBE = TBE {algébrique-

A e

ment done topologiquement) done K= TBE (algébriquement
et topologiquement). It en résulte que 'épalité algébrique £ =R
est une condition suilisante pour une solution allirmative a un
probléme de Diewdonné : « Le complété d'un ele bornologique
est-il encore un elc bornologique » [14].

D’un autre point de vue, on sait que moyennant I'hypothése
du continu, T, Komura et Y. Komura ont construit un ele borno-
logique dont le complété nest pas bornologique [28], ce qui est
une réponse « presqgue » négative a la question de Dieudonné.
On peut donc conclure gqu'il est peu probable qwon ait en génédral

Pégalité algébrique =B,
Remarque 3. — B étant toujours un ele hornologique on sait

{corollaire 1 ci-dessus) que REcE. 4 priori, E est distinet de I,
b-fermetare de E dans E. Puisque tout point de & est Hmite au
sens de Mackey dans f, donc dans E d’une suite de points de L,

Pespace K est contenu dans B mais on sait gu’en général un
point de I ne se détermine au moyen des suites de points de T

,qu’en utilisant le principe de récurrence transfinie.

Note. — Aprés la publication de mes deux Notes anx Comptes
rendus de I’ Académie des Sciences sur le présent tvavail, M. Henri
Buchwalter a bien voulu me faire parvenir sa Thise dectorale
soutenue en septembre 1968, Dans eelle-ci, Panteur a résolu lo
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probléme de Ia ecomplétion bornelogique pour un ehe palaire,
Cest-d-dire un ehe -séparé tol gque Padhérence faible de tout
disque borné scit encore bornée. Comme iout che polaire est
un ebe aux nermes fortement concordantes (la réciprogue étant
évidemment fausse), son résultat est un cas particunlier du cas
partienlier envisagé au pavagraphe II.

DEUXIEME PARTIE.

PRODUITS TENSORIELS BORNOLOGIQUES
D'ESPACES BORNOLOGIQUES,

INTRODUCTION.

Le but du présent travail est de poser sous sa Forme générale
et de résoudre le problime du produit tensoriel bornologique
d’espaces bomologiques. En quoi consiste ce probléme ? Chacun
sait que si E et I¥ sont des espaces vectoriels, le produit tensoriel
algébrigue (ou produit de Kronecker) B @ F est solution du
probléme consistant & construire un espace vectoriel @ tel que
les applications bilinéaires de Ex [ dans un espace vectoriel G
correspondent biunivoquement aux applications linéaives de ®
dans G, autrement dit, E® F est solution du probléme de la
« linéavisation du bilinéaive ». Lorsque E et F sont munis de
structures topologiques (localement convexes), lo probléme qui
sc pose alors est de savoir si I'on peut munir espace vectoriel
E@T d'une ou de plusieurs topologies convenables permettant
de faire correspondre biunivoguement les applications bilinéaires
continues (resp. séparément eontinues, phus généralement hypo-
continues) de EXF dans un ele G aux applications lnéaires
continues de ExF dans G. Le probléme ainsi posé est le probléme
du produit tensoriel topologique d’espaces vectoriels topologiques,
Il fut attaqué pour la premiére fois avec un succes remarguable
par R. Schatten [42] dans le cas oi E et F sont des espaces de
Banach; ensuite, il fut traité sous sa forme générale ei compléte
par A, Grothendieck [16]. Si I et F sont munis de structuves
bornologiques (non nécessairement topologiques} i1 devient alors
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claie que le probléme du produil tensoriel bornologique despaces
hornologiques consisic & construire un ou des ebe 0 ou, ce gqui
revient au méme, 3 déterminer et étudier de fagon systématique
les hornologies convenables sur E @ F telles que « certains types »
@’applications bilinéaires de ExF dans un ebe G, sorrespondent
biumivoquemen? aux applications lingaires borndes do ¢ dans G,
Ce probieme fut attaqué pour la premiére fois par M. Lucien
Waelbroeck [53]. Mais cet auteur se borna & prouver l'existence
de ® dans un cas trds particuber. Par des méthodes tout & fait
différentes de celles de M. Waelbroeck et dans esprit de
Grothendieck [18], nous posons et attaquons avec snceds ce
probléme sous sa forme générale.

Sur E@F nous définissons une famille de bornologies uni-
verselles dites (X, ©)-bornologies dépendant d'un couple de para-

métres (4, 7) olt % et < sont des familles de parties de I et F.
L’espace E@ F muni de la (%, 7)-bornologie est Ja solution
du probléme de « linéarisation bornologique » (rendre linéaire
et bornée) des applications bilinéaires dites (3, =)-hypoborndes,
notion introduite par nous qui généralise la notion d’applica-
tion bilinéaire bornée et qui constitue un équivalent borno-
logique de Yhypocoatinuité de Bruhat-Schwartz [45] plus
générale que I’hypocontinuité de Bourbaki [7]. Nouns appelons =,
la (#, <}-bornologie lorsque % ({resp. «) est précisément la bor-
nologie donnée de E (resp. de F). La hornologie =, est le produit
tensoriel bornologique dans la catégoric des espaces bornolo-
glgues.

Une théorie générale des hornologies dans les espaces [one-
tionnels faite au chapitre [ nous permet de définir des bornologies
convenables dans les espaces d’applications linéairves et bilinéaires
de fagon que l'isomorphisme algébrique entre Iespace des appli-
cations (4, 7)-hypobornées de ExF dans G et P’espace des appli-
cations linéaires bornées de EQ@F muni de la (r, X}-bornalogic
devienne remarquablement un isomorphisme bornologique, vésultat
qui, on le sait, n’a pas d’équivalent en topologie (¢ problémes des
topologies » de Grothendieck).

Enfin, pour reprendre une expression imagée de J.
Dieudanné [11], le- produit tensoriel algébrique E®@F, méme

Joorn, de Math, tome XLIN. — Fasc. 3, 1970, 3
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convenablement hornologisé est « trop petit » pour les besoins de

PAnalyse fonctionnelle. 11 {aut ajouter a cot espace d’opératenrs
de rang {ini, les Hmites en un sens & préciser de ses éléments,
autrement dit, il faut e compléter en un sens convenable. Clost
la solution générale du probléme de complétion hornologique
donnée par la premiére partic de ec Mémoire qui fournit la possi-
bilité de le [aire sans aucune restriction superfluc. Et nous voila
alors & Iétape ultime du processus de définition des produits
tensariels « hypobornologiques s.

Partant 'un avire point de vue, nous définissens une
bornologic tensorielle &, équivalent bornologique de la topole-
gic tensoriclle de la eonvergence bi-équicontinue de Grothen-
dieck. La bornolagie i, (%, =)-hornologie correspondant & vy
¢t 7 famille des enveloppes disquées de parties finies de K ot
F dune part, la bornologie &, de Pautre, semblent les deux
extrémes de la gamme de toutes les ¢ bennes » bornologies sur
E@E.

Ensuite, nous étudions les interrelations sur E&TF entre
topologies ot bornologies. Nos résultats les plus importants
sur cette question sont donnés au paragraphe 2, n® 3, ot nons
retrouvons les topologies tensorielles projective et inductive de
Grothendieck & partir de notre théorie hornologique {avec des con-
ditions précises sur les espaces T et I} et au paragraphe 4,n% 2,
théoréme 2, corollaire, ot nous obtenons une expression hornolo-
gique du célehee théoréme général des noyaux de Schwartz-Gro-
thendieck.

Enfin, nous donnons une interprétation coneréte des tenseurs
bornologiques par le théoréme de régularité du paragraphe 3, nv 2.
Ce qu'il y a de particuliérement remarquable dans cetle question
ost que la plupart de classes dopératenrs introduits par
Grothendieck dépendent beaucoup plus de la bornologie que de
Ia topologie des espaces ol ces opérateurs opérent. (ette Impar-
tante remarque, systématisée, ouvre et illumine naturellement
fa voie d’une fructueuse généralisation de certains de ces iypes
d*opérateurs indépendamment a priori de toute topologie. 1’étude
de certains de ces nonveaux dtres est Pobjet de la troisidme partie
du présent Mémnoire,

p%)
o
1
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Cuarmrre L

THEORIE GENERALE DES BORNOLOGIES
DANS LES ESPACES FONCTIONELS : s-BOBRNOLOGIES.

§ 1. Définition et propriétés générales des s-bornologies,

Sauf mention expresse du contraire, nous désignerons .dans
tout ce paragraphe par :
un ensemble non vide;
g, une famille non vide de parties de X;
I, un ensemble bornologigne;
la bornologie de F;
I, Pensemble des applications de X dans F;
H, une partic non vide de [*;

B(M) = C:Q\S lorsque BCF* et Mc X,

ugn
Dermverion 1. - Une partie B de H sera dite a-bornée si pour
tout élément de o, B{M) = Ciw& appartient & 6,

wES .
Soit @, la famille des parties o-bornées de H. Il est immédial
que &, est vne famille héréditaire ct stable par réunion finic;

on a done la proposition immédiate suivante :

Provosrrion 1. — Pour que B, définisse une bornologie sur H,
il faut et il suffit que tout point de I1 soit o-borné [condition (R)}.

Dérmvarion 2. — Lorsque la condition {R) est saiisfaite, nous
appetlerons a-bornologie sur H la bornologie définie par les parties
a-bornées de H.

Sauf mention expresse du contraive, on supposera désormais,
en plus des données générales du début de ce paragraphe, que I
est un espace vectoriel hornologique non réduit & {o) sur un
corps E=R ou &; H un sous-espace vectoriel de F* ot la condi-
tion {R) satisfaite. Ces hypothéses permanentes ne seroni pas
nécessairement répétées dans la suite.
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Les propriétés d'une a-bornologie sont résumées dans le théo-
rhroe suivant :

Tutorimn 4 :

(i} La a-bornologie sur H est compatilble avec la siructure
d’espace vectoriel de T,

(i) Si T est un ebe, lo s-bornologie vectorielle sur H est congese,

(i) St F est un eod t-séparé {resp. séparé) el si la réunion A
des ensembles de o sépare H, la a-bornologie sur H est t-séparée
(resp. séparée). .

(iv) Sila bornologie de F est de caractére dénombrable, la ¢-borno-
logie sur 11 est de caractére dénombrable.

{v} On suppose que les éléments de o forment un recousrement
de X, Alors si F est un ebe complet et si H=F", H muni de la
a-bornologie est un ebe complet.

Preuve. — Les assertions {1) et (ii} sont de vérification immé-
diate & partiv des définitions. L'assertion de (iif) concernant la
séparation se vérifie par un raisonnement analogue 4 un raison-
nement classigue de Bourhaki {7}, chap, I11, § 3, no 2). En effet :
soit u un élément non nul de H tel que la droite Ku soit bornée.
Aloxs pour tout élément non vide M de 7, Ku(M) est borné dans F.
Puisque u est non nul et que A sépare H, il existe un élément Ty
de A tel que “o(2a) 3£ 0. Soit alors M un élément de o conte-
nant wy, we(M) 54 {0} et w {M)s<£8. Si alors Yo== Uy (2o}, la
droite Ky, est contenue dans Ku(M) donc est bornée, ce qui
contredit I'hypothése de séparation de F.

Démontrons Passertion (iii) relative 4 Ia i-séparation. Soit «
une topologie localement convexe séparée sur F engendrant une
bornologie moins fine que la bornologie de F et soit T, Ia
a-topologic sur H au sens de Bourbak; lorsqu’on considéze 1
comme espace de fonctions & valeurs dans Pespace vectoriel
topologique {F, <), La topologie T, est séparge car (F, 1) est
séparé et A sépare les points de H. De plus, il est immédiat que
la bornologie @, associée & T, est moins fine gue la s-hornologie
sur H, d’oit Passertion {1i1).

OO?HHuFHwHchw TENSEURS, NUCLEARITE EN BORNOLOGIE. 237

Démontrons Passertion {iv). Soit B une partie de I telle que
toute suite de B soit bornée et M un élément de o, Soit y, une
suite de wﬁgvﬂcggﬁ. Pour tout n, y.=u,(z,) on u,&B

=31
et w.&M. La suite S=(u,) est s-hornée par hypothése sur B
done S(M) et « fortiori S({w,}) est bornée dans I et Par consé-
quent la suite {y,] qui est contenue dans S{{@.!) est bornde
dans IF; done B (M) est bornée dans F et comme M est arbitraire
dans K, B est bornée dans H, d’oi Passertion {iv}.

(v) Soit B un borné disqué de H. Il est clair que B est un disgue
séparant car H est un ebo séparé (iii). Soit (f,) une suite de Cauchy
de Hy. Pour tout x€ X la suite (f, ()} est de Cauchy dans Fy,
ear Pylfol®) — funlz)] < Pulfa—fu], ou P, [resp. Py, désigne
la jauge de B [resp. de B(z)]. Comme T est complet, B(r) est
contenu dans un disque borné complétant B,, done fa{x) converge
dans Fy. On définit ainsi une fonction flx) sur X & valeurs
dans . Nous allons montrer que Palfu—f) tend vers zévo autre-
ment dit, pour tout >0, il existe no{g) tel gue pour tout
nian, il existe y(n)>>0 vérifiant 3 la fois holn) =z, et
\n= f}€X(n)B. Par hypothése il existe n, {} tel que pour tout
couple {m, n) d’entiers > n) il existe % == A(m, n) > o vérifiant
heZe et A7 fn— fr€B. En prenant la borne supérieure
de A(m, n} lorsque m et n varient tout en restant supérieurs
4 1, on établit qu’on peut choisir % indépendant du couple {m, r)
pourvu que m>sn, et n2xr|. Prenons n,= ), et A= A. Comme
haeZe, il suffit de montrer que (fa—fler,B. Or fo— fu€hB,
done fo—fu=tu=1l,u, ot ueB, d'ou pour tout z€ X,

Jal@y — fu (2} — Ru(w) = o, done  pa [fule) — fule) —he(2)[=s.

Fixons n==n, et faisons tendre m vers + o {raisonnement
classique), nous en déduisons que
o lfa(@) o) =de(@) =0  donc f(z) —fle) —du{z) =o,

done fo— f&XB et Passevtion (v) est démontvée. Le théoréme i
est ecownpletement démoniré.
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De la démonstration du théoréme résulte la proposition suivante :

Prorosirion 2. — On suppose que 5 est un recousrement de X;
F un ebe séparé non nécessairement complet et H = FX.

Pour qu'une suite de Cauchy-Mackey duns F* converge vers f
ar sens de Mackey, il faut el il suffit que pour toul zeX, f,(z)
concerge vers fla) uu sens de Muckey duns F.

Conroriamme. — Dans les conditions de lu propostiten 3, si T
est complet wu sens de Muchey, T* est cusst complet au sens de

Muackey,

§ 2. Topologies et hornologies sur Ilom (&, F),

51 18 et I sont des ehe on désignera par Hom(E, I} I'espace
des applications lnéairves bornées de E dans F.

1

1. SrapiLerg p'une s-porxmorociz sux Hom (L, F),

Prorosrrion 1. — Soterd E of T deua ebe; o une famille non
vide de parties de B et H=Hom({E, '), On suppose que loul
élément u de 1 est 5-borné. Alors lu o-bornologie sur H ne change
pas st Pon remplace 5 pur Pun quelconque les ensembles de pariies
sutvgnts :

10 Pensemble o, des parties des élémenis de o;

20 ensemble 5. des réunions finies des élémenis de s;

30 Dlensemble 5, des homothétiques des éléments de a;

4 Vensemble o, des sommes finies des éléments de o;

50 Pensemble o; des enveloppes équilibrées des éléments de g5
6o Pensemble o, des enveloppes conveves des éléments de o;

Preuve. — La démonstration de la proposition se réduit 4 une
vérification iinnédiate & partie de la remargue évidente suivante :

ftemarque. — Solent 1, et 7, deux familles de parties d’un
ensemble non vide X définissant des bornologies @, ct @, sur
un sous-espace H de F*. Pour que ., soit moins fine que @,
il sullit que tout élément de =, soit contenu dans un élément de T

COMPLETION, TENSEURS, NUCLEARITE EN BORNOLOGIE. 239

Scholie. — 11 rvésulte de la proposition ci-dessus que, pour
définir une s-bornelogie convexe sur Hom(E, F), lorsque E ot F
sont des ebe, on peut supposer sans restreindre la généralité
gque 7 est une famille héréditaire de parties de K, stable par
réunion finie, par somme vectorielle, par homothétie et par
passage & Penveloppe disquée; en un inot on pewt supposer que ¥
est une base d’une bornologie vectorielle et convexe sur . La o-horno-
logie Ia plus importante sur Hom(E, F) est celle pour laguelle
la bornologie définie par = est équivalente & la hornologie initiale
de I, d'ot la définition suivante :

Derrvarron 1. — Soient et F deuw ebe. Sur Uespace Hom (E, I,
on uppellera bornologie canonique ou naturelle, la =-bornologie
oty ¢ est une base de lo bornologie de E.

Du théoréme 1 du paragraphe précédent on tire alovs la

Prorosirion 2. — Solent B ef F deww ebe. La bornologie natu-
relle sur Hom({E, F) est vectorielle, convene séparie (st I est sépard),
Lséparée (si T est t-séparée) et de coractére dénombrable si cells
de F Dest,

2. TororLoGIE DE LA CONVERGENCE BORNEE Sun How (12, ),
— Rappelons que si E et F sont deux ehe, on a les relations

Hom {1, F} c Hom (E, BTF) = & (T8, T¥).

Par conséquent, Hown(E, F) = ¢(TE, TF) si F est un che topo-
logique. Soit & la bornologie de E. Puisque tout élément de ¢
est borné pour o{E, E%), ¢’est-a-dire borné pour TL, la famille =
défimt sur @(TE, TF} une s-topologie strictement moins fine
que la topologie de la convergence hornée dans €(TE, TF) si B
n'est pas topologique. 81 F est un ebe topologique on définit
ainsi par « transport de structure » une topologie sur Hom (B, I
que nous appellerons la topologie de la convergence bornée
sur Hom(E, I'), De méme on peut définir sur Hom(l%, F) la
topologie de la convergence simple. Il est clair que la topologie
de la convergence bornée sur Hom(E, ) posséde alors un Sys-
téme fondamental de voisinages de o fermés pour la topologie
de la convergence sixhiple 1 {of. [7}, ehap. 11, § 3, 00 4, resnarque 3].
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Pour la commodité de langage introduisons systématiquement
la terminologie suivante :

Terminologie et notations. — Soit (P) une propriété d’espace
vectariel topelogique.

Nous dirons gqu'un espace vectoriel bornologique posséde la
propriété (P) si TE la posséde. Ainsi, nous parlerons d’evb
t-complets, t-tomnelés, ete. Si T et F sont deux ehe on notera
Hom,(E, I} [resp. Homy(E, F)] Pespace Hom (E, ¥} muni de la
topologie de Ja convergence bornée {resp. de la topologic de la
convergence simple}.

Tutontue 1. — Soient K et F deus ebe; F étant un ebe topologigue.

(i) St F est t-séparé, Hom,(E, F) est un elc Séparé;

{0) si T est t-séparé et t-complet, Hom,(E, F) est un ele séparé
et complet.

Preuve. — Par transport de structure on peut raisonner dans
¢(TE, TF). La premitre assertion vésulte aloxs d™un_ critére
classique de séparation d’une o-topologie. Démontrons la seconde
assertion. Remarquons que si tout compact de TE est borné
dans E, la seconde assertion résulte immédiatement d’un exercice
de Bourbaki ({7], chap. IT1, § 8, exercice n® 18). Dans le cas général,
faisons un raisonnement direct. Soit @ = (1,),«, un « filtre » de
Cauchy dans Homy(E, F); i converge simplement vers une
application linéaire u, de £ dans F. Nous allons mentrer que
appartient & Hom(E, F). Soit M un horné de B. Puisque F est
un ebe topologique, il nous suffit de montrer que 1, (M) est horné
dans TF. Soit alors V un disque bornivore de F et W un autre
disque bornivore de F {aiblement fermé el que W4 WV,
Le filire & étant de Cauchy dans Hom,(E, F) = 2 (TE, TF),
est petit d’ordre T, (M, W) done il existe J T tel que pour tout ¢
et j appartenant a J, w;— ;€ T,(M, W). Fixons i dans J ot
faisons converger u;(x) vers u,(2) dans TF (xeM). Comme W
est fermé dans TF, w,{M) (u;{M)CW, done we (M} Cu M)+ W.
Comme 1;(M) est borné dans F, a fortiori dans TT, il est absorbé
par tout disque bornivore de T done, il existe %; tel que u{M)
suib conlbenu dans W, et par conséguend,

W LW WEW + WeV st fy].s
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oun .
CMW+LWeRLY  si L1

Dans tous les cas, u,(M) est absorbé par V. V étant un disque
bornivore arbitraive de F, nous avons prouvé que wu,(M) est
borné dans TF, done u, € Hom{E, F)., On conclut alors en utili-
sant la classique condition « VF » (voisinages fermés) (woir au
début de ce numéro).

Remarque. — La partie (1) du théoréme se vérifie aussi par
conjugaison d'un résultat de Grothendieck ([16], Imtr. III, 4)
et du fait que E* muni de la topologie de la convergence uni-
forme sur les bornés de E est complet.

Tudorime 2, — Soient E el F deux ebe séparés; I étant un ehe
topologique t-séparé, .

{a} Sur Hom(E, F) les trois bornologies suivantes son! identiques :

(1) La bornologie associde o la topologie de la comvergence
bornée;

() La bornologie naturelle;

(i) La bornologie transportée sur Hom(E, F) de la bornologie
équiconiinue de I'(TE, TE).

(b) St E est un ebc complet, les trots bornologies ci-dessus
coineident avee la bornologie sur Hom(E, T} associde & la topo-
logie de la convergence simple sur L.

Preuve. — L'équivalence entre (i) ot (ii) résulte des définitions
et du fait que F est un ebe topologique. Comume il est clair que (ii)
est plus fine que (i), il suffit de montrer que (i} est plus fine
que (iit),

Soit B un borné de Hom, (B, F). Pour tout disque bornivore V
de [, D:L?D est un disque bornivore de E ([7], chap. Il

(=31
§ 3, prop. 3) et par conséquent B est une partie dquicontinue
de £{TE, TF). ({7}, chap. III, § 3, n° 5) et la premidre assertion
du théoréme est démontrée. La seconde résulte du fait que TE
ext un ele wltrabornologique done 1onnels dés gue B oest un ebe
complet. '
Journ, de Muath., tome XLIX, — Fase, 3, 1g70. 33
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En particulier, en prenant =K, on tire Je :

Conorvsme 1. — Soit E un ebe t-séparé; B le dual bornolo-
gique de L muni de lu topologie de la convergence barnée; (TH)Y le
dual topologique de TE muni de la bornologie équicontinue et B
le dual bornologique de 1 muni de la bornologie naturelle.

Alors B (E;) = (TEY = E* (algébriquement et bornologiquement).

Remarque, — L'égalité B(E*) = (TEY est un vésultat connu
{voir par exemple Buchwalter [9], 1V, 3, prop. {4.3.2)L

Conarvaire 2. — Soit E un ebe t-sépard. £* muni de la borno-
logie naturelle est un ebe poluire el complel.

§ 3. Transposition bornelogique.

Tutorime 1. — Soient E et T deuz ebe t-sépards; I étant Supposs
un ebe topologique; u une application linéaire bornée de I dans T N
L* et F* les duals bornologiques respectifs de E et T. Alors :

{a) Il existe une application linéaive v : F* - E* unigue ielle que
{1) {alw), ¥ o= u, (3"} powriont wel et ton el

{b) Cette application esi conlinue pour les itopologies faibles
s(E*, E) et o(F*, F) et bornée pour les bornologies naturelles

de L% et F*,

Preuve. — Comme n est une application linéaire continue de TE
dans TT, u est continue pour les topologics affaiblies

a(TE, (TEY) sa (B, 1Y) et o(TE. (TF)} = o (I, ")

I cxiste done une application lindaire p unique de {TF) = }*
dans (TE) = E* vérifiant (1) ([7], chap. IV, § 4, n® 1, prop. 1).

Cette application est continue tant pour les topologies faibles
[ee qui établit la premitre assertion du (8)] que pour fes topo-
logies fortes. Alors ¢ est bhornée de B{TF); dans B(TE} en
désignant par Gy le dual fort d’un ele séparé C. Mais (TEjg est
plus fine que la topalogic de In cenvergence hornée sur EY, done
ta bornologie B (TE); est plus fine que la bornelogie naturelle

e et
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sur E* (§ 2, n? 2, corollaive 1 du théoreme 2); done ¢ est bornde
de B(TF); dans E* muni de sa bornologie naturelle ¢t comme F
est un ebe topologique, la proposition est démontrée.

Dirmnerron 1. — Dans les hypothéses du théoréme ci-dessuy,
v ser appelé la transposée bornologique de u.

Hemarques. — 19 La relation {1) montre que ¢ est In restife-
tion & F* de la transposée algébrique de u. On notera donc ‘u
la transposée bornologique de u lorsque aucune confusion ne
pourrait en résulter,

29 65i E et F sont deux ele séparés, la transposée bornolo-
gique de u est définie sur la cléture du dual topologique F' de F
dans son dual algébrique F* et & valeurs dans la cldture de [
dans E*. (Pour la terminologie, voir Bourbaki [7], chap. IV, 2,
exercice 10.) En particulier si F est un ele hornologique, ou plus
généralement un « boundedly closed space » au sens de Mackey [30],
I est clos dans '™ et par conséquent.la transposée hornologique ‘u
de u est définie sur B’ 4 valeurs dans la cldture de B’ dans E*.
Si u est continue on retrouve la transposée topologique de u et
alors ‘u est nécessairement & valeurs dans E’. Supposons que L
est un ele bornologique, F n'étant pas semi-bornologique, la
transposée bornologique de w© apparait alors comme un prolon-
gement borné striet de sa transposée topologique & la cldture
de ¥’ dans F*,

3% Puisque les espaces E et B* d’une part, F et F* d’autre
part, sont en dualité séparante et que la transposée bornologique
de w est algébriquement la transposée de u relativement & ces
dualités, tous les résultats classiques généraux de transposition
d’applications linéaires faiblement continues sont conservés.
Lin particulier, on peut énoncer les assertions suivantes {la pola-
rité étant relative aux dualités (E, E*) et (F, F*}1. Pour toute
partic A de E et B de F, on a (u{A))’="'u""(A")}; la relation
u{A)CB entraine w(B*)CA". Si en outre A et B sont convexes
faiblement fermés et contenant origine, les relations u(A)cB
et "u{B*)CA" sont équivalentes. BEn particulior, le noyau de

la transposée bornologique est égal au sous-espace de F* ortho-
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gonal a u{E). Pour que w(E} soit faiblement partout dense
dans ¥, il faut et il suflit que ‘u soit injective. Pour que u soit
un homomorphisme faible de F syp w(lF), il faut et i1 suilit
que ‘w(F*) soit faiblement fermé dans E*. Fn particulier si 1
est un homomeorphisme de I sur w(E)CF, le dual faible de
u(F) est isomorphe & Pimage de la transposde. Pour que u soit
surjective, il faut et il suflj que ‘w soit un isomorphisme
fatble de F* sur w(F*). Toutes ces assertions sont classiques
et bien connues (voir par exemple Bourbaki [7], chap. 1V,
§ 4, no 1),

4° Les propriétés de la transposde hornologique énoncées dans

Ya partie b du théoréme suggérent d*étudier plus systématiquement,
les relations entre applications de B dans T (vesp. de E* dans E*)
bornées pour Ies bhornologies affaiblies [resp. faibles ou fortes,
c’est-d-dire assocides aux topologies faibles ou fortes sur {TE)
et (TF})'] et les applications bornées pour les bornologies initiales
(vesp. les bornologies naturelles). Les résultats essentiels sont
résumés dans la proposition suivante

Prorosirion 1. — Soieni E et F deus ebe bsépardés de duals
bornologiques respectifs B* et F* et u une application linéaire de E,
dans .

{a) {3) Si u est bornée pour les borrologies initiales, 1 est bornée
pour les bornologies affuiblies;

(i) Tneersement si u est bornée pour les bornologies affuiblies et
st I" est un ebe topologique, u est bornée pour les bornologies initiales,

(b} Soit v une application linéaire de T* dans E* bornée pour
les bornologies fortes. Si T est un ebe topologique, v est bornée pour
les bornologies naiurelles.

{c} Soit v une application linéuire de F* duns B+ bornée pour
les bornologies faibles. Si F est un ebe lopologique et st T est un ebe
complet, v est bornée pour les bornologies naturelles.

Preuve. — 1assertion {a) est de vérification immédiate. L asser-
tion () résulte de la démonstration du théoréme. L’assertion (c}
résulte du fait que si B est un ehe somplet, fa bornologie faible
dans 18* coincide avee Ia barnologic naturclle (th, 2, § 2, 0o 2).
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Remargque. — On pourrait pousser beaucoup plus loin ia théorie
de la transposition bornologique, par exemple en étudiant systé-
matiquement le probléme des morphismes stricts notamment
dans le cas particulier d’she & base dénombrable, ceci en liaison
avec le théoréme du graphe b-fermé de Buchwalter [9].. On peut
aussi étudier les applications de la transposition bornologique &
la théorie des équations lindaives dont les coefficients sont des
opérateurs hornés dans des ehe.

L’auteur espére examiner ces questions dans un iravail ulté-
rieur, Pour le moment, les notions introduites ci-dessus suffisent
pour I'objet du présent travail : Ja théorie des produits tensoviels

bornologiques.

§ 4. Applications bilinéaires hypobornées, .

Dérinrrion 1. — Soient B, T et G trois ebe de bornologies respec-
fives (By, By et By, Soit & (resp. =) une famille de parties de E
(resp. de F). Une famille H d’applications bilinéaires de Bx T
dans G sera dite (2, t)-hypobornée si les deux conditions suivantes
sont salisfaites : D'une part pour tout élément A de % et B de By,
H{A X B) est borné dans G; d'autre part, pour tout élément A de (b,
et B de v, H{AXB) est borné dans G.

La notion d’application bilinéaire hypobornée permet %Eﬁuo-
duire un équivalent bernologique de la notion m.v%wonouﬁbﬁﬁm
de Bruhat-Schwartz [45] plus générale que I'hypocontinuité de
Bourbali [7]. .

On noteva Homy (E, F; G) 'espace vectoriel des applications
bilinéaives (%, 7)-hypobornées de ExTF dans G. Si k=B, et
===y, Hom, (E, F; G) coincide avec I'espace des applications
bilinéaires bornées de ExF dans G, espace gu'on notera
Hom(E, F; G}, 8i X (resp. ©) est l'ensemble des parties finies
de E (resp. de F), Homy(E, F; G} coincide avec lespace des
applications bilinéaires séparément bornées de ExT mwbm G.
Diverses autires variantes peuvent évidemment &tre envisagées.
Il est immédiat que sur Hom, o{E, F'; G} les parties (%, 7)-hypo-
bornées définissent une hornologie convexe que nous appellerons
la bornologie canonigue ou naturelle sur Hom -(E, F; G).



246 H. HOGBE-NLEND.

Chaque fois ¢ue Hom, (E, F; G) sera considéré dans ee travail
comme che, il devra $tre considéré comme muni de sa horng-
logie naturelle sauf Svidemment mention expresse du contraive,

Remarque. - 1 semble possible de développer plus avant une
théorie des applications bilindaires hypohornées comparable & la
théorie classique des applications bilinéaires hypocontinnes,
L’auteur espére y revenir.

Cuaarrtre I1.

PRODUITS TENSORIELS BORNOLOGIQUES
IV'ESPACES BORNOLOGIQUES,

§ 1. Produits tensoriels hypobornologiques.

1. TEEOREME FONDAMENTAL D'EXISTENCE BT nUNICITE,

Trforime 1. — Soient B et F deusx ebe de bornologies respec-
tives (b, et By; L (resp. ©) une famille de parties de E (resp. B)
telle que X (resp. =) soit sur E (resp. sur F) une base d'une borno-
logie convexe non nécessuirement ldentique & by (resp. (Br); E@F le
produit tensoriel algébrique de T et T,

(1) Il existe sur EQ@TF une bornologie convese unigue notée
EQ@F cérifiant la propriété universelle {U) suivante :
Tt

(U} Pour tour ebe G, Visomorphisme algébrigue canonique entre
Vespace vectoriel des applications bilindasres de EXF dans G et
Pespace vectoriel des applications lindaires de E@T dans G fait
correspondre d Uespace Hom, (L, F; G) des applications bili-
néaires (k, «)-hypoborndes de ExXF dans G, Pespace vectoriel
H,wogﬁmqu“ Q_W des applications lindaires borndes de T RF

¢ 3T

dans G.

(it) Cet tsomorphisme algéhrique Induit un isomorphisme borno-
fogique de Hom,.(E; F; G sur EcEﬁw@F Dv pour les

T
bornologies naturelles.

> e

T e e

e P P
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(i1} Le bornologic ainsi définie sur TRTF est N.a woy.zcwwmﬁ.m
convexe la plus fine pour laquelle Vapplication bilinéaive cononique
de ExF dans E @ F est (&, ©)-hypobornde.

Preuve. — La propriété (U) entraine .madsm%.mﬂmgm;m.ﬁa si
la bornologie cherchée existe, elle vérifie (iii}). En effet, si @ est
une bornologie convexe sur E (@ F rendant hypohornée appli-
cation ¢: EXF — (BQF)a, Didentité F @F > (EQ Fla est

AT

Trar k) L] 2 : r "
bornée en vertu de la propriété (U), d’ott Passertion (ifi) du théo
réme et par suite Punicité de E@ T,

S

Démontrons existence.

{a) Considérons sur EQ@F les cnsembles [ARD, mmqﬁom@mw
disquées des ensembles A@B=!a®b; «€A et beB}, ou A
appartient & A et B 4 5,. Nous allons montrer que ces ensembles
définissent une base d'une bornologie vectorielle convexe sur
E@TF, autrement dit que Pensemble &, des parties de BEQ T
contenues dans un ensemble de la [forme N>®w ol A appar-
tient & X et B & (B; définit une bornologic vectorielle convexe
sur B¢ F.-Par définition, i3, est hévéditaive et il est &m:.m. que @,
est stable par homothétie. La vérification de la mn&uz;m.wm:.
rapport & la somme vectorielle est alors équivalente & la <m3mu
cation de la stabilité par rapport & Ia réunion finie. Or, celle-ci
est immédiate puisque, st A, et A, appartiennent & % et B, et B,
4By, ona |A;®@BU _>w®wm contenu dans _A? C.\wmv@ﬁwwcwuv.
Puisque @, est stable par somme vectorielle, la vérification de
laxiome de recouvrement se véduit 4 la vérification du recou-
veement des tenseurs @y, ce qui est immédiat en vertu des
hypothéses sur & et sur &,

(b) Par raison de symétrie, on définit de méme sur EQF
unc bornologie vectoriclle convexe (3, ayant pour vmmm les enve-
loppes disquées des ensembles A®B ot A appartient a4 @,
et B & =

{e) Soit By ; la borne inférieure dans le treillis des bornologies
convexes sur LT des bornolegies convexes B, et @, autre-
ment &it, la bornologie convexe lo plus fine sur TR F telle que
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les identités (K@ T, B~ (BQP, 05} (=1, 2) seient
hornées, Une partie de ERT est done bomée pour @, . si et
sculement si elle est continue dans un ensemble AUDB oa A ost
borné pour B, ot B pour B,. Cette bornologie est solution du
probléme,

Dirnrrron 1. - La bornologie construite sur EQF dans In
démanstration du théoréme 1 s'appellera (2., =)bornologie sur E® F.

s Ta . *
Lespace B@ T muni de celte bornologie sera noté BQF et sera
%

appelé produit tensoviel (2, =)-bornologique de T et ﬁ

Scholies. — 10 Soit E@F Tm%. m@ﬂ le complété horno-
HT . Nt

logique [resp. le quasi-complété bornelogique] de BQF. Si ¢

4T
est un ehe complet, les applications bilindaires (%, T)-hypobornées
de EXF dans G correspondent biunivoguement aux applications
Hinéaives bornées de E®T dans G. L’espace E&F T.om? m@ﬂ
. AT . hE L G

sera appelé produit tensoriel (2, T)-bornologique complété [resp.
quasi-complété] de [ et F.

2% 51 G==K, corps des scalaires, Ia partie (ii) du théoréme
assure que le dual bornologigue de EQF est algébriquement

LY

et bornologiquement isomorphe a Homy (E, F; G), résultat qui
n'a pas d’équivalent en topologie (¢« problemes des topologies »
de Grothendieck [16]).

3° Le théortme 1 nous donne d’un seul coup toute une pamme
de bornologies universelles sur E®F dont notamment les
sulvantes :

(@) X (resp.«) est la bornologie grossitre; E@F sera alors

AT

noté m@ F;
L

(b) A (resp. <) est la bornologie initiale de R: E@F sera
alors noté B F; n

() E et F sont des espaces lncalement convexes et A (resp. 1)
est la bornologie ayant pour base les disques compacts de T
(resp. F); RRF sera alors noté BE& BF;

To

T

|
|
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(d) » (resp. <) est la hornologic convexe diseréLe {enveloppes
disquées des parties finies); E®F sera alors noté E® T,

[ b
(e) « (vesp. =) est la bornologie convexe déterminée par les
suiles convergeant vers zéro (bornologiquement ou topotagi-
quement si K et F sont des ele), on notera E@ .
u

ConrornLaine. - Sotent I of F dene ebe; W et = donndes comme
dans Uénoncé du théoréme 1. Il existe un ebe ® et une applicaiion
bilinéaire ¢ de BXF dans G, (3, w)-hypobornée vérifiont la pro-

priété universelle (P) suivante :

{(P) Pour toute application bilindaire f, (1, )-hypobornde de oy T
dans un ebe G, il existe une application linéaire bornée [ de & duans G
unique telle que f=feo,

Le couple (%, ) est donc unique & un isomorphisme bornologique prés,

On prend évidemment ®=E@TF et o Papplication bilinéaire
T

canonique. L'unicité de f résulte de la propriété universelle du
produit tensoriel algébriqne E@F.
Cas pariiculiers importants. - 1° Dans le cas ot & == (3, ef o= @By,
Pespace %Hm..@w; et les applications bilinéaives (%, <)-hypo-
i
hornées sont précisément les applications bilinéaires bornées. Le

corollaire du théoréme 1 exprime donc que le produit tensoriel =, est
le produit tensoriel dans la catégorie des espaces bornologiques.

Soit EQF le complété bornologique de E&QF. Cet espace

est le produit tensoriel dans la catégorie des ebe complets. 1 est
donc bornologiquement isomorphe au produit tensoriel complet
de L. Waelbroeck [53].

29 51 A (resp. <) est la hornologie convexe discréte, le produit
tensoriel EQ I a la propriété universelle (d’aprés le corollaire)
i
de transformer les applications hilinéaires séparément borndes en
applications linéaires bornées.

2. Propurts TENSORIELS (A, 7)-HYPOBORNOLOGIQUES p’APPLI-
CATIONS TINEATRES BORNERS, — Soient E et F deux ehc;
{%a) [resp. {z)] une famille de bornologies convexes sur E (resp.

Journ, de Malh., tome XLIX, — Fasc. 3, 1970, a3
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sur I} dépendant d’un ensemble non vide d'indiees A {resp. B)
Posons alors 1a déBnition suivante : .

UJmEzSHoz 2. — ;ﬁoﬁw. tout couple {%, ), une application linéaire
de B duns T sera dite {,, =s)-hornée &7 elle est bornée de T muni
de la bornologie 7., dans F muni de o bornologie 4.

. Prorosttion 1. — Sotent E; o F, {1 =1, 2) quatre ebe;
A Qﬁﬁu. =i) une bornologie convere sur T, ot o {resp. ¢} une appli-
cation linémive hornée de B, dans T, (resp. de F, dans By
(Wi, ha)-hornée [resp. (=, % )-bornée]. ,
Alors ¢
() Lapplication lindaire u(@ v, produit tensoriel algébrique de u
el ¢ est une application bornée de E,QF, dans E,® F.;
K 2 LR

. br Ty PN
(8) Llle se prolonge par conséqueni en une application linéaire

bornée N:Mawvt de F.@ F, dans m;.@mu.

Y, T T Ty .
Preupe, — L'application bilinéaire E,xF,»E.®QF, qui
a (e, 3 fait correspondre u(e,)® o(f)) est (%:, ©.)-hypobornée
(immédiat) o Ta proposition en vertu du théoréme 1.

Conorrarne [Comparaison des (x, <}-bornelogies]. — Sofent I
et F deuw ebe; %, Tdmﬁ..fv et by {resp. =) deux bornslogies conpenes
sur E (resp. sur F). St 2, {resp. 7,) est plus fine que h, {resp. =),
EQT est plus fine que E® F. .

3,1 Fas Ty
On dire en abrégé que les produits tensoriels hypobornologiques.
conservent lo finesse des bornologies.

Comme application, on a la relation d’ordre suivante sur les (A, 7)-
bornologies 8,7 5,<Z v,22 1, ot le signe <7 signifie «meinsfine» etla
" 5 Py N .
bornalogic v, n’étant mentionnée que dans le cas des oo séparés,

§ 2, Btude de la bornologie tensorislle =,
1. CARACTERE INDUCTIF DE LA BORNOLOGIE .

Prorosrrion 1. — Spient [ = Im (B, f;) et F=1lim(F,, g
- . - . e . — )
deva limites inductives bornelo grqués d'ebe, Alors RQF = :W ERP,
) £ —— T

(algébriquement of bornologiguement).
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Preuve. — La démonstration se véduit 4 une vérification i
partir des définitions. D’une part la bornologic =, a pour hase
P’ensemble des enveloppes disquées des ensembles AR DB ot A
(resp. B) est un borné de E (vesp, de F). Done pour qu'ane partic
de E@F soit hornde dans E@ I, il faut et il suilit qu’il existe

- e -
deux indices i et k et A (resp. B) un borné de E; {resp. de F})
tel que C soit contenu dans [A®B; ce qui équivaut exactement
a dire que C est borné dans la Jimite inductive bornologique

des 550 F.

23
Cororraine, — Soif E=lim(BE, =) & [ Hu:nwﬁm,_: T )
B -
dewr  ebe Ww@%ﬁmwwwﬁ@ BF: {algébriquement o borrologi-
quement). ! ’

Ce résultat, rapproché au corollaire du théortme 2 du numéro
suivant, montre que-la bornologie w, peut s’obtenir dans Pessen-
tiel par passage 4 la limite inductive bornologique & partir de
la norme projective de Schatten (¢ greatest crossnorm » |42])
tout comme la topologie de Grothendieck s’obtient dans essentiel
4 partir de celte norme par passage a la limile projective loca-
lement convexe. [in fait il 0’y a 13 rien de particuliérement éton-
nant puisqu’on sait que les espaces localement conveses ne sont
rien d’autres gue les Hmites projectives localement convexes
(’espaces semi-normés et les espaces bornologiques, limites indue-
tives bornologiques d’espaces semi-normés.

2. ¢« COMMUTATION » DES BIFONCTEURS @J ET mwv — Soient [T
et F deux ele; % (resp. ) une famille saturée de parties de E
(vesp. de F); % définit sur E (vesp. = définit sur F) une bornelogie
a priori distincte de la bornologie initiale de BE {resp. de BT}.
Sur EQ F le couple (%, «) définit d’une part une topologie loca-

[
lement eonvexe B F [45] qui engendre une bornologie convexe
T ’

canonige w@f@ m,u sur EQ®UI; ce couple définit d’autre
I 5
part une (%, v}-bornologic BE @ BF notée ici EQF qui 4 son

r £

tour engendre une topologie localement convexe canonique
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I .
Hﬁ@@@p sur D@ F. 8i (&, v) est une famille finje de tels
r T
couples il est naturel de s'interroger sur les rapports exacts

entrs WA_M@HQ et EQF dune part, m.@% et ﬂﬁm@wv

i Tr ¥y T AT
, o mm e
d'autre part pour tous les couples d’indices (7, j}. Un prohlime
analogue se pose pour B et F deux ehe.

A. Nous traiterons d’abord systématiquement le cas particulier
important suivant : A, (vesp. 7} est Vensemble de toutes les
parties de T (resp de F); 7, (resp. 7,) est Pensemble des parties
bornées de B (vesp. de F); Alors EQF=RQF {topologie

ATy it

projective de Grothendieck avec notations de Schwartz) [46]
b
et EQ FP=ERQT.

Dty g
Tutordue 1. — Seient B et T deuw ebe.

{r) La topologie localement conveme associée & la bornologie =,
est plus fine que le produit tensoriel topologique projectif des elc TR
et TE. Autrement dit,

T(EQF)STEQ Y.
% ®
Par conséquent la bornologie affatblic de EQF est plus fine

que la bornologie conveze canoniquement associe au produit tensoriel
topologique profectif de ele TH et TF, Cest--dire
m®wwmwﬁm®jW.wﬁﬁ@eqv.
Ty Ty 3

(2) Sitout borné de TE® TF est contenu dans Venveloppe disquée

@’un ensemble A@B o A est un borné de E ot B un borné de F
[condition (G,)].

(1) Les dewr topologies %mﬁ@ m.v et TEQTE sont identiques
. . By T
& et seulement si lo seconde est bornologique;

(i1} w@ﬁ_ est un ebe topologique ot Iy bornologie =, coincide

exactement avec la bornologie canoniquement associte wy produit
tensoriel topologique projectif des ele TE st TF, 'est-g-dire

E@ Fex wm_ﬁm @ .ﬁ,.,v.

e s e i hman

COMPLETION, TENSEURS, NUCLEARITE EN BORNOLOGIE, 253

Preuve, — Solent
B T(E@F) o G=TEQIF,

w
La topologie T, a pour base les disques de E® F qui absorbent
tous les ensembles TP@W ot A (resp. B} est bornéd dans E
(resp. F). La topologie %, a pour base les ensembles _ﬂ®<
ol U (resp. V} est un disque bornivore de E (resp. de ). Si alors
~C®< est un voisinage disqué de o pour %., il absorbe tous
les TP@W et, par conséquent, est un voisinage de o pour %,
done B, est moins fine que %,. L'inégalité sur les bornologies en
résulte aussitdt. Puisque la topologie ©, est bornologique, il
suffit de montrer la suffisance de P'assertion (i) du (2). Or, si
TE@TF est bornologique, I'identité des topologies %, ot .

est équivalente a Videntité des bornologies qui leur sont cano-
niquement assocides, d'odt le résultat en vertu de la condition G,.
Démontrons 'assertion (ii). L’assertion (1) du théoréme entraine
quon a toujours
m@wwmweﬁmﬂmo%vWWmﬁﬂ@%ﬁv.
=y, k7 i
ce qui montre en passant que la bornologie associée & la topo-
logie tensorielle projective sur TE&TF est non seulement
moins fine que la bornologie %, mais moins fine que la bornologie
affaiblie de cette derniére bornologie. Pour que Pidentité
B @ = B(TEQ TF)
Rty ko
ait lien, il est évidemment néeessaire et suffisant que tout borné
de TEQTF soit borné dans E®F, ce qui est assuré par la
=

R

condition (G} done
L& o m.wiﬂh & _.,v = me%m & .E.,v
)y

L w

et le théordme est démontré.
Cororratng. — Soient Tl at F deuw ehe t-séparés. La bornelogie

LT est t-séparie. .

ks
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En elfet ia topologic localement associde ,_,A—ww@ m.v est plus

7wy

fine que la topolegie sépavée TEQTF.

Tugontme 2. — Sotent [ et F deux ele.

{1} (1) Le . produit tensoriel 8%03%&% ?.&mu:__ﬁ des SMS?SQ
localement convemes bormologiques assocides & L et T est moins
fin que la topologie localement convexe gwﬁ&cm@.mzm associde au
produtt tensoriel bornologique =, des ebe canoniquement assocides

E e F, dest-d-dire

T(BE@ BF) = THE @ THF;
" i

(i) Le produit tensoriel bornologique v, des bornologies convexes
associées & 1L et B est plus fin que lo bornologie convexe associse
au produit tensoriel fopologique projectif de I et F, Cest-a-dire

B QUFB(ERL);

%,
{(2) St towt borné de R@ﬂ est contenu dans Uenveloppe disquée

d'un ensemble A QDB ou > (resp. B) est un borné de & (resp. de F)
[oondision (G,Y] :
{i} Les topologies M.Awm@u wwv et BQF sont ideniiques si

it

et seulement st o seconde est bornologique;

(i) L'espace BEQ BF est un ebe topologique et lu bornologie =,

Ey

coincide exaclement avec la bornolojie associde & la topologie = de
Grothendieck.
Proyee. —  L'inggalité %ﬁwﬁﬁw_mm&/ jw?@mwm, résulte

3

du théozéme précédent. Comme Zw?@.ﬁwﬂ est plus fine que
EQF et BEQBF plus fine que wM,mw GBI, on a immeé-

. ks
diatement I'indgalité bornologique (ii). Le raisonnement pour
démontirer {2) est analogue 4 celui de la démenstration du théo-
réme précédent.
Remarques. — 1° 11 existe des espaces localement convexes
ot la condition (G,) n’est pas vérifide. Par exemple, si I} = RY
et F=R®™ (¢f. A. Grothendieck [16], p. 34).

_
|
,W
j
|
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woFmooﬁ&mosﬁmbom._“mﬁmm::w.ﬁzw‘,&E.:mmﬁ~mmm€ommo~,,.mw
et F sont des espaces semi-normés. Cela résulte en cllet divecte-
ment d’un résultat classique de Schatten et Grothendieck sur
ﬁmﬁ&,mmmwcu exphicite de la norme tensorielle projective la boule
unité de E® F est I'enveloppe %m&:mm du « produit tensoriel »
des boules unités de E et B,

3¢ Le probléeme de la vérification de la econdition (Ga) cst
¢troitement lié au « probléeme des topologies » de Grothendicek
sur lequel nous revenons au numéro suivant.

Cororvarne. ~ Solent B et I deux espaces semi-normés :

() EQF = T(BEQ BF) _.u.m%. EGQF = ﬁwm@ mwx ;
(i) BE@BF est un ebe topologique el par conséquent
_Wmh.U@_auﬁEm@:mu.

Ria

Le corollaire résulte de la remarque 29 et du théoréme 2,

En rapprochant le corollaive avee le corollaire de la propo-
sition 1 du numéro précédent, on peut énoncer limportant
résultat

Trtonime 3. — Sofent E=lun(E, »;) e F= Hin{ By, =)
deuzx ebe. - -

(i) E @ F= Wm.wﬁ wﬁﬁh@ P.Y 7R a.,.h__ {algébriquement ol @S.g.
logiquement);

(i1} Par conséquent R ® F= mﬁﬁm @ F, ;@ a....__v.

B. Considérons maintenant le cas suivant : k, {resp. =} ost
Pensemble des bornés de rang fini de E (resp. de F); . (vesp. 7,)
est ensemble de toutes les parties bornées de E {vesp. de F).
Alors E ® F=F ® F {topologte emsmcﬁmam inductive de Groihen-

m:rh

dieck) et E ® F=HR@F. Nous avons alors le résultat suivant

Lo e © oWy
Tutorkwe 4. — Selent [ et F deux ¢be.

(1) ST E ou IF est complet, In .S,tcmamwm w:xw:: tensoriel tnduetif”
des topologies localement convexes assocides o T et F eotncide evace
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lement avec la topologie localement conpeve associde an produit
tensoriel bornologique v, des ebe E ot F. Fonctoriellement, cela
signifie
TEQTF = m‘m E& ﬂ_‘v.
i k8

(i) En conséquence, si L ot T' sont des olc bornolo giques U'un
au moins dant complel au sens de Mackey :

{a) EQF = .Hﬁwﬁ@&m,v (topologiquement).
i

(b} Sout H h,m&um& des royauz de Fredholm dans EX F. La topo-
lopie sur H induite par B@ T coincide exactement avec la topologie

bornologique associée au quast-complété bornologique de BE ® BE.
=
Si BEQBF est un ebe auz normes fatblement concordantes, lo

7 s
sous-espace lopologique H des noyauv de Fredholm dans E®F
est un espace wltra-bornologique. Si en outre T et I sont des ebe
& base dénombrable, tout borns compléiant de I est contenu duns

un borné de BE@BF e, par conséquent si H est complet au sens
o "
de Mackey : H=BE&RF (algébriquement et bornologiquement).

)

Preuve. — Notons F=lm{E, =) et F=lm(F;, =u) (les
— i
himites inductives étant bornologiques). Alors

.Em“m:_:.“wﬂi E.m,u..u.nzzlm_,.ﬁ.,n.ﬂ._?
i —

fes Jimites inductives étant localement convexes. Le caracltire
induetif du produit tensoriel topologique inductif assure alors que

TE @ TF = lim (K@ ¥y, 1@ 7).
i —

5i FE ou F ost complet, (par exemple E) les espaces IL; sont des
espaces de Banach et alors E;® F,= E.@ T, en vertu du théo-
B "
véme de Baire-Banach d’ou la premiére assertion du théoréme.
Llassertion (ii)-(a) en résulte aussitht. L'espace H des noyaux
de Fredholm coincide exactement avec le quasi-complété horno-
logique de BE® BF {(voir aussi plus loin, § 3, démonstration du
(3

théortme 1), La premitre assertion de (ii}-(b) exprime tout simple-
ment que sur H la topologic induite par E@F est identigue &
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la topologie limite inductive des B, F,, co qui est bien comnnu
((16], chap. I, § 3, n° 1, prop. 14). L’espace H est done ultra-
bornologique moyenrnant la concordance faible des normes qui

assure la biunivocité des applications &<, Si E et F sont &
bornologie 4 base dénombrable, Pespace H est limite inductive
d’une suite d'espaces de Fréchet (suite gu'on peut supposer

croissante) E;@ F,. On sait alors moyennant un théoréme de
Grothendieck ([16], Intr. IV, no 4, th. A, cor. 1) que tout borné
complétant de H est contenu dans un borné d'un espace T, F;
d’ot1 le théoréme.

3. Sur LE ¢ PROBLEME DES TOPOLOGIZS » DE (JROTHENDIECK.
— La condition intervenant dans la partie 2° du théoréme 2
est étroitement lide au « probléme des topologies » de Grothendieek
({16}, p. 33). En fait, il existe une liaison intime entre ce pro-
bléme et la bornologie w,. Les résultats ci-aprés montrent que
pour tous les couples d’ele pour lesquels on espére raisonnable-
ment irouver une solution affirmative au ¢ probléme des topao-
logies », 1a topologie @ de Grothendieck est nécessairement obtenue
a partir de la bornologie =, et alors se idégage naturellement une
condition bornologique équivalente & la solution affirmative ay
probléme de Grothendieck. Rappelons que le « probléme des
topologies » de Grothendieck est le probleme de savoir si Piso-
morphisme algébrique enire le dual fort de EGF et Pespace

des formes bilinéaires continues sur EXF muni de la topologic
de la convergence bibornée est wun isomorphisme topologique.

Prorosirion 2. « Solent B ot F deuzx ele séparés.

Pour gue M@m‘ﬂ Hﬁhwm@wwV il foul et il suffit que les
deva conditions suivanies soient simullanément satisfaites :

{a) m..@m. est un ele bornologique;

() Toute forme bilinéaire bornde sur BXF est continue.

Preuve. — La <démoristration est évidente puisque deax lopo-

logies bornologiques compatibles avee la dualité sont identiques.
Journ, de Mall., fome XLIX, — Fasc. 3, 1590, 34
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Ce résudtat nous améne & considérer les couples (&, F) d’espaces
localement convexes tels que EQF est un ele bornologique et

que toute forme bilinéaire horade de EX T est continue, Notons
U=E@F Vespace BEQBF et EQF la bornologie sur E@F
T

N wp
ayant pour hase les adhérences pour 5(U, U*} des bornés disqués

de EGF.

On a alors le

Tusontur 5. — Supposons vérifides les conditions {a) et {D)
de la proposition 2.

(1) La topologie = de Grothendieck est tdentique & la topologie

localement convexe associée 4 B @ F, cest-drdire B R F == M‘Am & m.v ;
Ry W EYS
(i) Les deua assertions suivantes sont dyuivadentes :
(@) Le « probiéme des topologies v de Grothendiech est affirma-
tivement résolu pour le couple (L, F)

{b) ERT est un ebe lopologique.

;)

Preuve. — L’assertion (ii) résulte immédiatement de Passer-
tion (i} en remarquant que la bornelogie E@F est identique a
=

la bornologie sur E @ F ayant pour base les adhérences pour E@Q F
W

des bornés disqués de E F. L assertion (1) est une conséquence
q

Ty

de la proposition précédente ei du wésuliat général suivant :

Lemuze. — Soit (E, B) un ebe t-séparé. La bornologie @3 sur T
ayant pour base les adhérences pour o{E, E*) des bornés de E est
compatible avec la dualité, En conséquence, TE = TE® [en notant 150
Pespace (K, 3%)] et Uespace E® est un ebe polaire.

Preuve. — En elfet B*=={BTE)*c(E*)*cE*, ou F* désigne
le dual bornologique de I'ebe F.

Comme exemples de couples d'espaces (B, F) eérifiant les deuz
conditions de la proposition 2, signalons les couples d’espaces
métrisables et les couples d’espaces (DF) bornologiques. On sait
en elfet que le produit tensoriel projectifl de deux cspaces métri-
sables [resp. deux espaces (DF) bornologiques! est métrisable

i
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[resp. un {DF) bornologique] ([16], chap. I, § 1, n® 3, prop. 5
et corollaire 1). D’autre pari, si u est une application bilinéaire
bornée de Ex F dans un ele G, elle est continue si E et I sont
des (DF) bornologiques en vertu &’un théoréme de Grothendieck
([15], théoréme 2} car alors u est nécessairement hypoecontinue,
Si E et F sont mélrisables, il sullif de montrer que u (x,, y,)
tend vers zéro pour toute suite {{z., y,)) de points de ExT ten-
dant vers zévo. Maiz F étant métrisable, vérifie la condition de
convergence de Mackey done il existe une suite de scalaires (3.,)

tendant wvers zéro telle que la suite 50 soit bornée. Alors
13
- &2 ; . . i
WU{By Yu) = L, :.Aw;ﬁ H?v tend wvers zéro puisque u est bornée,
i

d’olt notre assertion.

4, HsSPACES BORNOLOGIQUES & PROJECTIFS 3. — MNous avens vu
au paragraphe 2 que toule notion de produil lensoriel (A, <)-borno-
logique d’espaces donnait naissance & une notion correspondante
de produit tensoriel d’applications linéaires bornées. En par-
ticulier soient [I;} et [F;} {{ ==1, 2) quatre ebc et pour Lout i
une application linéaire bornée de E; dans F,, le produit tensericl
algébrique u,Qu, des deux applications linéaires u, et w, ost
ww-bornée et se prolonge en une application linéaire bornée
@ w. aux complétés bornologiques. De plus, i} est clair que
si w, (resp. w.) esi un isomerphisme bornologique de B, sur F,
(resp. de E, sur F,), alors w, @ w. est un Isomorphisme borno-
logique de E,& L. sur @.@F se prolongeant par conséquent

% . - .
en un isomorphisme bornologique de B, @ E, sur F,& F.. Mais
i

En 3
si u; est un isomorphisme bornologique de E, dans F,, il est faux
en général que w,@u. est un isomorphisme bornolopigque de
E@E, sur u(E)Ru.(E,)] muni de la bornologie induite

b

par F.@ F.. Autrement dit, si E,; esi un sous-espace bornologique
Ty

de ¥, (t=1,2) il est faun en général que B, R B, est un sous-

By

espace bornologique de F,@F,. Ce résultat négatif n'est pas

£
propre & la bornologie. I est classique dans Je cas despaces
normés (Schalten [43], th., 3.10, p. 58) et alors a fortior: vérifid
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dans le cas d’espaces Bornologiques (et pour la topologie = dans
le cas d’espaces localement convexes [1ey).

Toutefois on a un résultat positif pour la classe particuliére
d’ebe que nous allons introduire.

Dérinrrion. — Soit E =lim(E, ®y) un ebe. On dira que E
—

est projectif si pour tout sous-espace bornologique F, E;NF ast
factewr direct dans K.

3

Cette notion n’est pas & confondre avee celle d’ehe projectif
considéré comme ¢ objet projectif » dans la catéporie des ehe.

Prerosrrion 3. — Soient T, et F, deuz ebe projectifs; I, {resp. It,)
un sous-espace bornologique de F\ (resp. F,). Alors ERE, est
un sous-espace bornologique ds F@ F.. ™

Preuve. — Notons F,=HmFY Alors Ei=lmE} et BY est
facteur direct dans F¥ MHMMo _m“,:mw EY mmﬂl.vcﬁ sous-espace
normé de H..M.:@ F{? (Schatten [42], Hh 58 ou Grothendieck [16],

p. 40). Alors imEP®@ B est un sous-espace bornologique de

. £

me. FPQFP=F,@F., d’oit la proposition.

Remarque. - Les ebc projectifs se rencontrent fréquemment
en Analyse (voir plus loin : les espaces b-nucléaires).

5. CARACTERISATION EN TERMES D OPERATEURS DES ESPACHS
Amw@m.v* ET m*@ F*. — Le théoréme fondamental 1 du para-
graphe 4, n® 1 assure que le dual bornologique Am@m&* de
M;MV F est I'espace Hom(E, F'; X) de toutes les formes bilindaires
borndes sur ExT.

L'espace Hom(E, F; K) est donc aussi le dual bornelogique
de Pebe complet mﬁmv T, De plus, on a les égalités bornologiques

me%v».l: ﬁfm J,H Hom (E, F; K)
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pour les bornologies naturelles. 1l en résulte donce que lespace
Hom(E, F; K} est un ebe complet. Remarquons de plus que

Hom (E, T} Kj = Hom (E, F*) = Hom (F*, &) (égalité bornologigue)

lorsque tous les espaces fonctionmels envisagés sont munis de
bornelogies naturelles. '

Soient L et F deux ebc t-séparés. Il est clair que E*®@F*
est canoniquement identifiable & un sous-espace de Hom(E, F*)
et que linjection canonique est bornée lorsqu’on munit Ii*®@ F*
de la bornologie 7, et Hom{E, F*) de Ia bornologie naturelle.
Soit ¢ le prolongement canonique de cette injection a B*& P+,

Wy

Nous pouvons énoncer :

Tatontmr 6. — Sotent B et ¥ deux ebe t-séparés de duals B+
et F*.
(i) L'espace BE*@ F* est espace vectoriel de tous los opérateurs
bornés de rang fini de B dans F*,
(i1} St E*@F* est un ebe aux normes fatblement concordantes,
w

&
Vespace @Am*® m;v est un espace d'opérateurs linéaires bornés
iy

de B dons F* qui sont limites de Mackey dans Hom/(E, F*) dopé-
rateurs de rang fini.

Preuge. — (i) Soit ¥ F;® G, un éément de E*Q F*. Cet élé-

ment définit un opérateur

T: Feli-eT/= AMwN@Pv,\HM CF G el
i J

qui est bien de rang fini. De plus, il est immédiat que cet opéra-

teur est borné lorsqu'on munit F* de la bornologie naturelle.

Inversement soit U un opérateur lindaire borné de rvang fini de E

dans F. U étant de rang fini et borné, it existe une famille finie
i

(G)) (=1, ..., m) d"éléments de I* telle que mw“M.wwa%
i=1

pour toul [ appartenant 4 E. Soit F; la forme linéaire qui a f

fait correspondre XYY, I est clair que cette forme lindaire est



282 H. HOGBE-NLEND.

bornée (car U est hornée) ¢t on a hien

e

T&..“M,A.\.u F»y= M V@ Gy

= =1

d’oft la premiére assertion du théoréme.
(i) Soit o(x) un élément de @Am*%wwiv. Puisque E*@P*
T T,

est un ebe aux normes faiblement concordantes, il existe une

suite {2,) de E*QF* convergeant vers = au sens de Mackey
w 5 Ty 3 I3 5

dans B*QF* (premiére partie : théoréme 2) et chaque élé-

Ry
ment z, définit un opérateur de rang fini de E dans F*. La sujte {4)

est une suite de Cauchy-Mackey dans E*® I'* done une suite
ki

de Cauchy-Mackey dans Hom(I, F*) pour ta hornologie natu-
relle. Or Hom(E, F*) est complet en tant que dual bornologique

de m@m., done la suite a, converge au sens de Mackey vers

un point y de Hom (E, F*). Il suflit alors de montrer que y = o{x).
Or =, converge (Mackey) vers z dans E*@ F* done P (%) = m,
converge (Mackey) vers o(z) dans Hom(E, w;v Comme =z, tend
(Mackey) vers y dans Hom(E, F*), on a y=o(z) et le théordme
est démontré.

Cororratre. — Soient E et T deus ehe t-séparés tels que E* @ F*
iy

wo@w% la propriété de concordance faible des normes. On suppose

Am@ m,v = E*Q F* (dgébriquement). Alors
Y Ty

@ m.:oi opéraseur lindaire borné de £ dans F* (resp. de F dans E*)
est limite de Mackey dans Hom(E, ) [resp. dans Hom{R, £
d’opérateurs de rang fini;

.c..mv Autrement dit, toute forme bilinéaire bornée sur FxF est
limite au sens de Mackey dans Hom (E, F; K de formes bilinéaires
provenani de "G F*.

Hemarques. — 1° Dans le cas particulier oft E et T sont des
espaces de Banach, nous retrouvons ainsi un résultat de Schatten
{{42], th. 3.6, p. 51). Dans ce cas, I'égalité Am®ﬁvfh EQF

" ™

équivaut & dive que tout opérateur linéaire borné de E dans B
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est compact, ce qui est évidemment vérifié par exemple s1 T
ou F est de dimension finte,

22 L'énoncé dn théoréme ci-dessus Introduit le probléme de la
concordance des normes sur le produit tensoriel bornologique de
deux ebe. On peut remarquer grice 4 un résultat de Grothendieck
que moyennant ceriaines conditions d’approximation, la concor-
danece faible des normes est vérifide sur le prodult tensoviel.
De fagon précise on a le lemme suivani :

Sotent B, F, U trois espaces de Banach tels que U vérifie la condi-
tien dapproximation. Pour tfoute application linduire continue
injective u de B dans F, u@ 1 est une injection de TR U dans
F&U oi 1 désigne Videntité de U.

Il en résulte que s1 X et Y sont deux ebe eomplets admetiant
des bases de bornelogies telles que les espaces de Banach corres-
pondants vérifient la condition d’approximation, XY vérifie

ki
la eondition de concordance faible des normes {voir Guy Nozi,
Thése, Bruxelles, 196g, p. 62, § 6]. Le résultat du lemme ci-dessus
est signalé par A. Grothendieck ([16], chap. I, § 3, n® 1, p. 75,
remarque aprés le covollaire de la proposition 14). On peut done
conclure que dans tous les cas connus, le produit tensoriel vérifie
la concordance faible des normes. \

Autres propriéiés de la bornologie 7, — Il est immédial que le
produit tensoriel «, est commutatif, De plus, on définit d’une maniére
évidente le produit tensoriel %, d’une familie finie quelconque d'ebe
et opération =, est assoctative. Le produit tensoriel 7, permute avec
les sommes directes bornologiques (caractéve inductif de la bornolo-
pie 7). Le produit tensoriel de deux ebe & base dénombrable est
encore 4 hase dénombrable ainsi que son complété bornologigue.

§ 3. Régnlarité des tenseurs bornologigques.

Un des problemes fondamentanx de la théovie des produits
tensoriels, tant du point de vue algébrique que topologique est
la caractérisation « concréte » des tenseurs, c'esi-3-dive leur inter-
prétation en termes d’8tres mathématiques sonnus {opérateurs,
fonetions, distributions, ete.). On sait par exemple gu’algéhri-
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quement le prodoit tensoriol QT de deuy espaces vectoricls
n'est vien d’autre que Vespace des opérateurs de rang fini de |
dans T (E* dual algébrique de E). u.m;uowommasﬁdmuﬁ R. Schatten
et A. Grothendiecl ont caractérisé les éléments de nombreux
espaces BQ F ou EQF (notations de Grothendieck) lorsqne I
et F sont des espaces normés et plus généralement des espaces
localement convexes. La possibilité dont nous disposons de
compléter an sens bornologique les produits tensoviels hornolo-
giques pose naturellement le probléme d’¢tudier la végularité des
tenseurs bornologiques, c’est-a-dive lewr interprétation concréte
comme opérateurs, fonetions ou distributions, Cest cette étude
que nous allons faire dans ce paragraphe,

Tntortme 4. — A, — Soient B e I dews ele séparés,

(1) St B ot F sont complets au sens de Mackey, le quasi-complété
bornologique de BE @ BF est exactement Pespace de tous les noyaux

de Fredholm dans EQ F. En particulier si E et F sont des espaces
de Fréchei, EQR=RE& P (algébrignement). .

(2) Soit E' le dual de I muni de la bornologie forte (c'est-a-dire
I'==BEy) et supposons F complet. Alors B’ BF définit exncte-
Ry

ment Uespace de tous les opérateurs de Fredholm de E dgns F.

(3) Si F est complet au sens de Mackey, soit B! le dual de B
muni de la bornologie équicontinue. Si E'QBF est un ebe aux

normes fotblement concordantes, son complété bornologique ' & BF

k3
définit exactement Vespace de tous los opérateurs nucléaires de [
dans F. En particulier si T ot F sont dewa espaces de Banach vérifiant
o condition & approzimation «HAM*%,_WWV = LUE, F) algé-
L

briguement et topologiquement lorsqu'on munit LIYE, F) de Ia
norme nucléaire ou norme-trace,

(4) Soit p. une mesure de Radon positive sur un espace loca-
lement compact X et L'(w} Vespace des fonetions u-inidgrahles.
St B est un espace de Fréchet on

T ﬁ L(u) @ mv =Lk (p) {algébriguement ot topologiquement),
Ty

N
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(5) On munit 13 et F' de leurs hornologies dquicontinues, elors

. TSN

st B'QF est un ebe aur normes fuiblement eoncordantes, B'&Q F
Wh

définit un espace d’applications linéaives intégrales de E dans T
(6) St B et T sont deuw espaces de Fréchet distingués ou deus
espaces {DE) dont Pun aw moins est nuslénire, Vespace BE,60) BF;

=
est un espace de formes bilinéaires continues sur Ex F., En par-
ticulier, certains noyauz-distributions (distributions & deus variables)
& support compact ou lempérés sont définis par des tenseurs borno-
logiques.
B. Soit V une paridié indéfiniment différentiable Si F est un
espace de Fréchet on «

SVi®F=s (V, I¥) (atwébriquement et bornologiyuementy,
=)
GV, 1) e ._.A.m Vi & _J {topelogiyuement),
wr

ot (V) est Pespace des fonctions indéfiniment différentiobles sur V
muri de sa topologie classique d’espace de Schwarts.

On obilent un résultat analogue en remplacant &(V) par #(V)
st V est analytique, par S(R"), @,, O, efc. espaces elassigues de
Schevarts.

Preuve. — (1) Par définition Pespace BRF est le produit
tensoriel inductif complété de E et F. Pour tout horné complé-
tant A de E (vesp. B de F), injection canonique de E, n,ﬂmwm. E
(vesp. de F, dans F) est continue. Il existe donc une application

linéaire canonique de E,QF, dans ERF {non nécessairement
injective). On appelle noyaux de Fredholm dans E®@TF, Je sous-
espace H de E®F, réunion des images canoniques des espaces

E,®F, S alors E et F sont complets au sens de Mackey,
BE et BF sont complets. Alors en faisant parcouriv 4 A et 3 B
des bases convenables de bornologie de F et F, on a

wdm”muammh. a_‘h\u el BF = lim tw? Ter)
i —
et le sous-espace m@ trouve précisément 8tre Vespace vectoriel

lim (B @ Fe, 788 1) = lim (B By, mid <)
e —
Journ, de kath., tome XLIX., — Fasc. 3, rgo. 35
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oL comme
BE@ B = lim (@ Ty, 7530 Ty} {algébriquement et boraolegignement},
A —
°n passant au quasi-complété la premitre assertion est vérifiée.
Le cas perticudier ot B et [F sont des espaces de Fréchet est
immédiat car alors B & F = H.

{2) Rappelons briévement la définition de Grothendieck des
opératewrs de Fredholm ([16), chap. I, § 3, no 2, p- 8o). Soit T
e dual fort de 1 et mr son complété. Notons E, Pespace B muni
de la topologie = (E, m.av de Mackey relative & la dualité entve I
et Pﬁ lorsqu’on considére m,_w comime un espace de formes lindaires
sur E. L’espace Bj est alors le dual fort de Ea. Soit d’antre
part Ly(TL,, I) VPespace des applications linéaires continues de B,
dans F muni de Ja topologie de Ia convergence bornée. Cet espace
est complet en vertu d'un résultat de Grothendieck : Si G
et H sont deux ele séparés, G étant un espace de Mackey,
Pespace £2(G, H) est complet pour unc a-topologie si et seule-
ment si 'espace H d’une part, le dual de G muni de la a-topologie
d’autre part sont complets {[16], Intr. IT1, 4, p- 9). Considérons
Papplication bilinéaire canonique

{2, 0) =+ a" @y de By T dans L, (H,, F).

II est immédiat gu’elle est continue donc se tensorise en une

application linéaire canonique de Eg®F dans L.{E, I, donc
en une application linéaire continue canonique.

¢: FRBF1,(F, F).

Soit H espace des noyaux de Fredholm dans E4@ F. Par défi-
nition ¢(H) est Uespace des opérateurs de Fredholm de T, dans F;
(Uimage de ¢ est 'espace des opérateurs 4 trace de F dans .
Tout opérateur de Fredholm est done défini par un noyau de
Fredholm dans Ey® F, ¢’est-a-dire par un élément de Timage
canonique dans Fy@F d'un espace (Ep),@F, oh A est un
borné fort de E’ ¢t B un borné complétant de F d’od le résultat,

(3) I suffit de rappeler qu'un opérateur nucléaive d'un ele
dans un ele F peut &tre caractérisé comme nn opérateur défini
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par un ¢lément de mﬁ@ Py ot A est un disque équicontinu
faiblement fermé de E’ et B un disque complétant de F. 5i alors [
et I sont deux espaces de Banach vérifiant la condition d’approxi-
mation, Papplication canonigque de m_:w@ F dans £{E, F} est
biunivogue (propriété de biunivoeité) et, par conséquent,

LUNE, Fy =Th@F =E'"@ BV (émlités algébriques)
: %

Or
@ F=T B(E8 Ty (égalité topologique)
ls B
O.H > . e 1
_wmmmr@ __,v =B{E) @DBF =L BRI {égalité bornologique},
Cw % £
done

= Ty

MTW = %ﬁw»@ EJ {égalité topologique)
d’ol notre assertion.

Remarque. — En particulier si E=F == [1, o H est un espace
de Hilhert, Pespace H* @ BH est I’espace des opérateurs dans I,

Ers .
produits d’au moins deux opérateurs de Hilbert-Schmidt, Plus
particuliérement, encore si H=L%{a, §) oft (g, &} est un inter-
valle compact de R, l'espace (L*)* ) BL® ost Pespace de tous
7 .
les opérateurs intégraux dans I° qui sont produits &’au meins
deux opérateurs intégraux définis par des noyanx de carré som-
mable. H étant un espace de Hilbert, Iespace HAE*@WEV
]
coincide done algébriquement et topologiquement avee le dual
topologique de Tespace de tous les opérateurs compacts dans I
et Am.m@wmv coincide avec Pespace £(I) de tous les opérs-
._.:- 3 -

teurs bornés dans H en vertu de théortmes classiques (voir par
exemple Schatten [43]).

{(4) Puisque E et i;{p) sont méirisables, on a

B L ) @B =T(L (1) @B

Ty

en vertu du paragraphe 2, no 3, théortme 5. De plus, les ensembles
_>®w o A est un borné de L'{1) et B un borné de E forment
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une base de bornologie de Liu) @ B ([16), p. 68, prop. 12,
done L'} @ I est wn ebe A_‘.cmu&cmmm.rm (th. 5, § 2, n0 3). La rela-

ot
Ry

tion (1) eniraine alors que wmh_?.v@mv”HL__AT..V@M. Mais

Lo} @B est métisable, done Li(p)@ mum?_?v@ E)
(algébriquement) (premiére partie, § II1, w:,mﬁ. 14, cor. 2) done
d’aprés (1), on a les relations an moins algébriques

L (uy =L () ® B o m.mm_ (1@ JH E.T. i ® jH Li{m) @R,
5 . w . .nw

IR ¥ Y = I
d’ont 1'égalité algébrique annoncée. Comme

Ly @1 ‘__mr_ (3 & zv
T

{toujours en vertu de la proposition 14, corollaire 2 du para-
graphe II1, premiére partie}, Passerlion (4) est démontrée.

(5) Rappelons que lespace des formes bilinéaires intégrales
s'identifie au dual de EQF et quune application linéaire de B
dans F est dite intégrale si la forme hilindaire qu'elle définit
sur Bx Iy est intégrale. 11 résulte immédiatement de ({16], chap. I,
§ 4, n° 3, prop. 27, eritére ¢} que toute forre bilinéaire sur £ X F s
définie par un élément d'un espace B, F, o A {resp. B) est
un disque équicontinu faiblement fermé de E’ (resp. F') est inté-
grale, d’ott Passertion (5),

(6} L’hypothése entraine que AWAM;W:J\H e Fg ([16],
ormw.. 11, § 3, 202, th. 12) et que les espaces Ej et Fp sont soit
métrisables, soit des DF bornologiques, 'un au moins é&ant

nucléaire. Alors E,® Fy= Hm@w@ m.uv et B{Ea® Fp) = Es @ F.
3 wp wy

Il en résulte (proposition 14 de la premitre partie) que Ep@d Fg
- udw

est contenu dans By Fy, dont Passertion {6).

B. L’espace &(V) étant un espace de Fréchet, nucléaire I’asser-
tion B résulte aussitdt du paragraphe 3, n® 3, théortme 4, du
corollaire 2 de la proposition 13 (premiére partie) ot de {{1¢],
chap. II, § 3, no 1, prop. 12),

Le théoréme de régularité est complétement démontré.
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§ 4. La bornologie tensorielle ¢, et le théoréme général
des noyaux de Schwartz—Grothendieck,

Nous allons introduire dans ce paragraphe une bornologie ¢,
sur EQF, bornologie qui semble I’équivalent bornolegique de
la topologie tensorielle de la convergence bi-équicontinue de
Grothendieck et ne rentre pas dans la catégorie des produits
tensoriels hypobornologiques du paragraphe 1.

1. DErINITION ET CARACTERISATION DE LA BORNOLOGIE TENSO-
RIBLLE &, — Soient E et F deux ebe t-séparés de duals respectifs TT*
et F*. 1l est clair que toul élément de E@ F définit une forme
bilinédire sur IL* X F* par la relation

(@@ (o, ) = w0, 0

les produits scalaires {, étant pris relativement 4 la dualité sépa-
rante entre E et E* d'une part, F et F* d’autre part. i Pon munit B*
et T* de leurs bornologies naturelles, il devient clairque tout élé-
ment de E @ F définit une forme hilindaive bornéesur E* % F*, autre-
ment dit EQ F est identifiable 4 une partie de Hom (E*, B*; K},
espace des formes hilinéaires bornées sur B* X F*. Par définition
la bornologie ¢, syr EQF est la bornologie induite sur E@F par
la bornologie naturelle de Hom (IL*, F*; K} [chap. 1, § 4].

Interprétons explicitement cette définition. Une parite I de
E® F est e;-bornée si et seulement si pour tout borné naturel A*
de B et B* de F*, H(A*, B*) est barné dans le corps des scalaires.
La bhornologie ¢, sur EQ®F est la bornologie la moins fine sur
E ® F pour laquelle 'injection canonique E @ F —» Hom(E*, F*; K)
est bornée. C'est la moins fine des bornologies sur EQ F pour
lesquelles tout « produit » A*@ B* avec A* borné naturel de E*
et B* borné naturel de F* est un ensemble de formes Lndaives
sur K@ F, borné sur tout borné. Cetto propriété caractérise la
bornologie =, et nous permet de la considérer comme Panalogue
bornologique de la topologie = Rappelons en effet que st B, I
sont des ele, la topologie & est la moins fine sur ERQF pour
laquelle tout produit A’Q@ B’ (A’ resp. B} pattic équicontinas
de B (vesp. B} soit équicontinu dans (5 QY.
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3. PropmigTis DE LA mouNoLOGIE &~ Produit tensoriel g,

dapplications linéaires bornées.

Prorosirion 4. — Soient B, et F, (i = 1,2} qualre ebe t-séparés
tels que F; soit un ebe tapologique et w; une application lindaire
bornée de B; dans T, Alors le produit lensoriel algébrique v, u,
de u: et w, est une application linaire hornée de L&, dans

F@F..
£

Prouve. — Soit pi="u, la transposée  hornolegique +de g
(chap. 1, § 3). On sait que v, est borné de I dans E; pour les
bornologies naturelles de ces espaces. Soit alors H un borné
de E,Q L, et A* {resp. B*} un bhorné naturel de F, {vesp. un

i

borné naturel de ), (u, & w.) (HJHA* @B =H(»(AY® o {B*)
est borné dans I puisque v, (A*) [resp. #2{I3*)] est borné dans B
(resp. dans 13} (th. 1, § 3, chap. B, et la proposition.

« Comumutaiion » des bifoncteurs ¢ et &, — Soient G et 1 deux
espaces localement convexes séparés de duals topologiques G’
¢t H'. Nous noterons par G® H (notation de Schwartz) la topo-

logie tensoricle de la convergence bi-équicontinue sur G@ H.

il est intéressant de remarquer que cette topologie a précisément

pour base les polaires pour la dualité ontre GRH et 'QH

des bornés de G'® H' lorsqu’on munit G’ et H’ de leur borno-
iy

logie équicontinue. Le probléme de la « comunutativité » des
bifoncteurs ¢ et 2, se pose en termes analogues au probléeme de
fa « commutativité » des bifoncleurs = et %, Sa solution est donnée
par les théordmes suivants :

Tutorime 1. — Soient B et T deug ebe t-séparés.
H ERF= wAHm@.wm.Y cest-d-dire  la bornologie  {tenso-

rielle =, sur E@F coincide exactement avec la bornologie associde
& la topologie tensorielle ¢ sur le produit tensoriel des espaces loca-
lement convszes canoniquement nssociés o E el ¥
iy TR RTF = %A E® Y= TERQTE est un ele  bornolo-
H kS ! g

gique. Autremerd dit, pour que la topologie de la convergence
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bi-dquicontinue sur le produit tensoriel des espuces localement
convezes canoniquement associés & B et F cotncide avec la topologie
localement convexe assoctée & lu bornologie tensorielle =, il faut el
il suffit que la premiére de ces topologies soit bornologique.

Preuve. — (a) Soient

By = ,_,AE ﬁm J el B,="TE® TK.

D'une part ©, admet pour base de voisinage les disques borni-
vores de E@F, c’est-d-dire les disques V, de B® T absorbant
&y

toute partie H de E@F telle que H{A*&@ B*) soit borné dans K
lorsque A* (resp. B*) est un Dborné naturel de E* {vesp. .
D'autre part, B, a pour base les intersections finies des
ensembles T(M, W) ot W est un disque bornivore de K et
M= A*XB”* avec A* (resp. B*) partie équicontinue de (TE)’
[resp. {TF)"]. I} résulte done du chapitre I, théoréme 2, corol-
laire 1, que le systéme des parties équicontinues de (TE) = E*
est équivalent au systéme des bornés naturels de B*. On en déduit
alors immédiatement que %, est woins fine que %,.

Done la bornologie associée a %,, soit wﬁﬁmm@ﬁﬁv est moing

fine que celle associde 2 B,, soit _wﬂmww@ﬁvu c’est-a-dire la
bornologie affaiblie de E@F.
g4

(b) Par ailleurs, il est iminédiat que les bornologies BRF et

Zh

wﬂﬁmﬁm@ﬂwv sont identiques {appliquer les définitions), done on
a les mmm:ﬁmm bornologigques

ﬁm ® _uv m :A.Em ® ‘EJ = _E,Am & “.,v

Eu h
et alors B@ T est un ehe topologique.
[

{¢) Rapprochons (a) et (b). On a sur EQ F deux topologies %,
et ®, comparables, ayant des bornologies associées identiques et
dont I'une, %,, est bornologique. Elles sont done identiques si et
seulement si, 'autre, %,, est hornologique, d’oii Iassertion {ii)
et lo théoréme est complétement démontré.
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Cororratne 1, — Spient E ot F mﬁﬁ.%ﬁﬁ& normés :
ERQIF=B/E@I B R A TS ™,
gr=sien w rpr=rigy)
done
EQr=ndy¥.
L2

Cororraire 2. — La bornologie <, est une bornologie topologique
séparée. Ln particulier, elle est de caractére dénombrable.

Pour énoncer le résultat suivant, rappelons ln terminologie
sulvante utilisée par certains auteurs : Un ele séparé est dit semi-
bornologique si toute forme lindaire bornée sur E est continue,
Les elc semi-hornologiques sont donc les « boundedly elosed
spaces » de G. Mackey [30].

Tatoriue 2. — Soient E o T deus ele séparés.
B) wﬁm:@ F\ZBERBT, dest-a-dire la bornologie  tenso-
T %
rielle & sur le produit tensoriel des espaces bornologiques canoni-
quement associés & B ot F est plus fine que la bornologie sur E@F

canoniquement associée & la topologie = de Grothendisch.
Par conséquent, la topologie ﬂm BE®BF v est plus fine que
EQT. R

5

(i1} SiE et Fsont semi-bornologiques, les deuz topologies ci-dessus
cotncident si et seulement si In lopologie = de Grothendieck est borno-
logique. Alors les bornologies wtwawv m,v et BEQRBF som

E E,

identiques. '

Preuve. — En appliquant le théoréme 1 aux sspaces BIL ot BF,
on a les résultats suivants :

BEGBY =B A‘H_Ew bT) m.wwuv
11

E
TBE & TLI = %AEW 2 _wH._v = TBE® T8r
2 L1 £
est un ele bornologigue. Mais |
TBEQTBr = ERr
[ &

el par conséquent

_£®mﬁwfm®é,
b S
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done - .
_H.Amm@wngammm@ﬁkuwﬂw s

et la premiére assertion du théoréme est démontrée. La nécessite
dans la condition (ii) étant évidente, démontrons la suffisance.

Alors les deux topologies bornologiques m@m_ et ﬁmwm@w&

sont identiques si et seulement si leurs bornologies sont identiques,
autrement dit si et seulement si

Wﬁw@wvﬁn wzﬁmm @ _w_...v = wm@ B¥

Acmw wm@ww est toujours un ebe topologique, théordime Hv.
Comme on sait déja que wm@wwu est plus fine que WAM@ m_v,
Pégalité a lieu si tout borné de m@ F est borné dans wm@mm‘u
condition réalisée si E et F sont semi-bornologiques, d’ott le
théoréme,

Cororrarre (Théoréme général des noyaux), — Soient E et F
deus espaces de Fréchet [ou deuz espaces (DF) bornologiques] dont
Pun au moins est_nucléaire. Notons E R F le complété bornologique
de BEQF et EQF le complété bornologique de BE Q@ BF. Alors

k3 . £o
EQF=ERQF {algébriguement et bornologiquement), De plus
eetie relation algébrique et bornologique est sirictement équivalente
au théoréme des noyeur de Sehwartz-Grothendieck.

Preuge, — Le théoréme classique des noyaux dit que

EQFr=E&F
" g
ot 7 et ¢ sont les topologies de Grothendieck. Ceci équivaut a
dire que EQF=ER®F et comme E@F est un ele borno-
" g k0l
logique, ceei équivaut WAM@MJ = WAM@T ) Mais

wﬁw@wquﬁm@m
" / q:\

[théoréme 5 du paragraphe 2] et wﬁm@m@ﬂwm@wmﬁ done

Py

le théoréme des noyaux équivaut & la relation bornologique
Journ, de Math,, tome XLIX, — Fasc. 3, 1974, 38
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BE@BF = E® F donc 4 BEQ BF = EQ F carles cbe BE @ BF

7
T

x5

el BET sont des ehe topologiques donc sont des sous-espaces
Ty
bornologiques de leur complété bornologique, d’ou le corollaire,

Comparaison des bornologies w, et ¢, — 11 pésulte immédia-

tement des définitions que la bernologie B F est plus fine que
. . T
la bornologie m“@ F. En fait, elle est en général strictement plus
b

fine que E@F : En elfet on sait qu’en général E® F est strie-
I ]
tement plus fine que E@F i B ot F sont des gspaces normés
£

{un espace normé n'est nucléaire que s’il est de dimension finie),
autrement dit la bornologie HXM@ HJ est en général strictement

plus fine que B(E® MJ dans le cas d’espaces normés. Comme
mwﬁqmmlwﬁv”wm@wﬁ et - mﬁﬁu@ﬂv”wm@mwu
. & s I b

, . : cip
Iassertion annoncée est vérifide.
Remarque : Caractére non inductif de <, — Soient

mw.lzh_m:um_mﬁ.a dﬂ@..v -1 WHZSATA», ﬂ.ﬁ.b
- —

deux ebe séparés. On peut se demander si E@F=lm WAMAMO m___hv.
ETA e B k3

La reponse est negative en général. Bn effet, soit E un ebe non
topologique, si la relation ci-dessus était vraje on aurait

o _WWm Qﬁ@ mmv =E mw K {égalilés bornologiques),

ce qui est impossible puisque EQ K est un ebe topologique
{théovéme 1, corollaire 2). "
Cette remarque suggére Uintroduction d'une nouvelle variante
de bornologie tensorielle notée <, en posant par définition
B MM_W F=tmB Am.whww 1.&.

Il

On vérifie himmédiatement que Ja bornologie ¢, est moins fine
que %, et plus fine que 3. Nous reviendrons ailleurs sur cette
nouvelle hornologie.
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TROISIEME PARTIE.

BORNOLOQGIE NUGLEAIRE.

INTRODUCTION.

Les espaces nucléaires, introduits en Analyse par A. Grothendieck
et étudiés depuis lors par plusieurs auteurs, jouent, comme chacun
Ie sait, un réle de premier plan dans plusieurs branches de Ana-
lyse fonctionnelle moderne, notamment dans la théorie spectrale
des opérateurs et la théorie des mesuves cylindriques dans les
espaces vecloriels topologiques (18], [47]). Dans la plupart de ces
questions, les espaces nucléaives interviennent de fagon essen-
tielle par lear dual, dual dont importance réside fondamenta-
lement dans le caractére nucléaire des parties équicontinues.
Le probléme naturel qui se pose est alors de savoir si Pon peut
définir une structure N* telle que tout dual d’espace nucléaire soit
muni de cefte structure et qu'inversement tout espace vectoriel muni
de la structure N* soit automatiquement le dual d'un certain espace
nucléaire, dual dont on connait a priori de fagon précise les parties
équicontinues. 11 s’agit de créer une strncture caractéristique des
duals d’espaces nucléaires, structure permettant de reconnaitre
pratiquement ces derniers a priori et & travers les apparences
plus ou moins diverses, Nous allons donner une réponse alfir-
mative & cette question. Tout d’abord nous introduisons une
notion d’opérateur nucléaire dans des ebe sans aucune topologie
donnée a priori et montrons que cette nouvelle classe d’opéra-
teurs posséde les propriétés essentielles de Ia classe d’opérateurs
nucléaires dans les espaces vectoviels topologiques. Nous intro-
duisons et étudions une catégorie d’espaces, les espaces bornolo-
giques nucléaires, attachée A cette nouvelle classe d’opératenrs;
montrons que ces espaces ont des propriétés de dualité remar-
quables avec les espaces nucléaires. La classe des ¢ espaces
b-nucléaires » comprend tous les duals d’espaces nucléaires et la

classe des espaces b-nucléaives et polaires coincide exactement
a6,
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avec la classe des duals d’espaces nucldaives. Nous montrons
quil existe des espaces b-nucléaives qui ne sont pas polaires
(vorr n® 3). Nous obtenons pour les espaces b-nucléaires des
résultats généralisant des résultats de Grothendieck {voir nos 5
et G}

1. OrkraTeuRs b-NUGLEAIRES DANS 1LES msPACES BORNOLO-
c1QuEs. — Rappelons que si B, et F, sont deux espaces de Banach,
tout élément de Pespace B, @ F, définit un opérateur nucléaire
de L, dans F, et tout tel opérateur provient d'un dlément de
cet espace. St T et F sont deux ele sépards, un opérateur nueléaire
de E dans F est donné par une séquence HSE, 40 bR
ot B; et T, sont des espaces de Banach, o et B des opérateurs
continus et u nucléaire. On sait que cela équivaut & dire que
Popérateur ainsi composé « provient » d’an élément de Pespace
m_“,o.,wu Iy oy A est un disque équicontinu faiblement fermé de E
et B un disque complétant de F. Il est alors intévessant de
remarquer que la notion d’opérateur nucléaire de E dans F ne
dépend que de Ia bornologie de I et des parties équicontinues
de E, ¢’est-d-dire des parties de E’' hornées sur tout borné
(dés que I est infratonneld). Cette remarque justifie Pextension
aux ebc queleonques de la notion dopératenr nucléaire par la
définition suivante

Dernrrion 4. — Soient E et F deus ebe; B étant l-séparé et B*
son dual bornologique. Un opérateur linéaire de E dans T sera dit
bornologiquement nucléaire ou b-nucléaire o nucléaire si aucune
confusion r'est & craindre si elle « provient » {dans un sens précisé

plus basy d'un élément de B3R T, {produit tensoriel bornologique

complélé w; des espaces normés E] et Fy) ott A est un disque borné
naturel faiblement fermé de B* et B un disque complétant de T,

Explicitons cette définition. Puisque E*== (TE) (algébri-
quement) et que la bornologie naturelle de E* coincide avec la
hornologie équicontinue de (TE), A peul &tre considéré comme
un disque équicontinu faiblement fermé de (TE). Alors A® est
un disque bornivore de E et Pinjection canonique TE — B, = (TE),,
est continue et o fortiori I'injection E -+ E, est bornée. Nous

COMPLETION, TENSEURS, NUCLEARITE BN BORNOLOGIE. 277

L . )

dirons done qu’un opérateur linéaire de E dans F prosient &ﬁEH
B o e , ; 2 o i

élément de E{G0 Fy ¢l est donné par une séquence B E 5 F, 5 F

oit u, est nucléaire, ¢ et § étant les injections bornées canoniques,

Remarques. — 1° Tout opérateur b-nucléaire de E dans m.. st
borné et transforme tout borné offaibll de B en un ensemble fuilble-
ment relativement quasi-compact : FEn effet il existe un bornd
complétant B de F tel que u soit nucléaire donc compact de TE

dans T,
29 Notons Ly(,) fresp. Lf(,)] I'ensemble des opérateurs

b-nucléaires (resp. nucléaires) d'un ebe t-séparé dans un ebe
{resp. d’un ele dans un ele). Les relations suivantes se vérifient

immédiatement :

(a) 1 (E, F) e Lt (TE, TF) = Ly, (E, BTF),
(&) Li (B, ) ¢ Ly, (BE, BF) == L (TBE, TBT),
(c) L (E, BF) == L (T, F).

Ces relations montrent que fout opérateur b-nuclénire de B
dans F est nucléaire de TE dans TF et la réciproque est vraie si
esi un ebc topologigue. Tout opérateur nucléaire de E dans F (B at
étant des ele) est b-nucléaire de BE dans BF et la réciproque est
vraie si E est un elc bornologigue. Les opérateurs b-nucidaives sont
ainsi hés aux opérateurs nucléaires comme les opérateurs bornds
soni aux opérateurs continus, ce qui semble bien Umﬁcm&.. .

Le résultat ci-aprés donne une représentation omwmawmﬂmﬂmcm
des opérateurs b-nucléaives, analogue 4 la représentation classique
d’opérateurs nucléairves.

Tatortur 1. — Soient E un ehe t-séparé de dual bornologique ¥}
F un ebe séparé et u un opérateur lindaire de B dans T,
Les deux assertions suivantes sonl équivalentes :
() u est b-nucléaire;
(ii) u est de la forme 22— u{2) ﬂManuﬁi Y OB
30
(n) appariient & I' (espace des suiles scalaives ubsolument conver-

gentes);
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{y) est contenue dans un disque borré complétant B de F;
{fu) est natureliement bornée duns L

la série eci-dessus convergeant dans Fy. On peut méme supposer
que {y,) converge vers zéro duns un espace de Banach Fy et {f,)
une suile convergeant vers z6ro au sens de Mackey dans L=,

@%uwnm. — bupposons (i). Alors w provient d'un élément u, de
(TE)L@F,; od A est un disque équicontinu faiblement formé
de (TEY et B un disque borné complétant de F; donc u, définit
un opérateur nucléaive de (TE},, dans F, et par conséguent est

de la forme w, E;IrMQ;b:@ Yo 0U {2,) €1'; (B} est une suite conver-
R0
geant vers zéro dans Ej et (y,} convergeant vers zéro dans I,
Les formes linéaires (h,) sur (TE),. définissent des formes lindaires
continues (f,) sur TE et la suite {f=) est uniformément hornée
sur A° [ear (h;) est bornée dans {TE),] donc est équicontinue
dans (TE), done naturellement hownée dans E*, d’ott Passer-
tion (ii). Inversement supposons (ii), il existe un borné H faible-
ment fermé de B* tel que (£.) appartienne & Ep== (TE)y=[(TE).!".

Les hypothéses sur (f.), (&), () entrainent que Ia série M % fr ) Y
converge dans Q.Hm.m_.u“@ By [en notant abusivement par fnla
forme linéaire déduite de f,. sur (TE)w] pour la norme tenso-
rielle projective done définit un opérateur nucléaire de TE dans F,
done (puisque B est un borné initial de F) un opérateur b-nucléaire
de E dans F d’ol le théoréme.

CoROLLAIRE :

(1) L'espace L"(E, F) des opérateurs b-nucléaires de E dans T
est un espace vectoriel;

(1) Soit G un troisiéme ebe séparé; » (resp. u) un opérateur borné
de m (resp. F) dans 7 (resp. G). On suppose F t-séparé. Alors si u ou
¢ est b-nucléuire, uov est b-nucléaire. Fn conséquence, vowoy esi
b-nucléaire dés que u et ¢ sont bornés et w un opérateur b-nucléaire,

En particulier, 1P (E) est un idéal bilatére de Hom(E).

(iti) Tout opératewr b-nucléaire u de E dans F reste b-nucléaire
lorsqu'on renforce la bornologie de ¥, o qi’on affaiblit celle de V.

i e s
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Preuve. — La premidre assertion résulte immédiatement de la
représentation fournie par le théoréme 1. Démontrons la seconde.
Si u est b-nucléaire, woe est b-nucléaire en vertu de la repré-
sentation, 8i ¢ est b-nucléaire, il provient dun opérateur
nucléaire o, de E; dans ¥ ot B, est un disque horné complé-
tant de ¥ et A un disque borné naturel faiblement fermé de E*,
Posons B == u(B,). Puisque % est borné et G est séparé, B est
un disque borné complétant de G et G, est isométrique & un
quotient de Fy. Alors uee se décompose en une séquence
E > B, Fp -5 Gy > G, ot ¢ est la surjection canonique de F,
sur (. Comme o9, est nucléaire, wep est b-nucléaire, d'ou (i),
L’assertion (i1i) en résulte aussitot,

2. Bornotoars NucLEAIRE. KSPACES O-NUCLEAIRES.

Dérmvrrron 2. — Soit E un ebe séparéd. Un disque borné A
de E sera dit b-nucléaire ou nucléaire st aucune confusion nest 4
craindre si l'injection canonique de B, dans B est b-rnucléaire.
Un borné quelconque de B sera dit b-nucléaire si son enveloppe
disquée (convexe équilibrée) est b-nucléaire. L'espace B sera dit un
espace b-nucléaire ou espace bornologique nucléaire si fout borné

de B est b-nucléaire.

Tutorimre 2. — Soit E un ebe séparé.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i E est b-nucléaire;

(i1} Pour tout borné A de B, il existe un borné complétant B de E
contenant A tel que U'injection canonique de B, - B, soit nucléaire;

(i) Toute application bornée d'un espace de Banach dans B
est b-nucléaire.

(iv) E posside une base de bornologie formée de disques nucléaires.

Preuve. — L'équivalence des assertions (i) et (i) est immé-
diate 3 partir des définitions. Or 'assertion {ii) entraine de fagon
évidente que foul espace b-nucléaire est complet, d'att I'équivalence
des assertions (1) et (iii}. L'équivalence de (i) et (iv) résulte du
fait que toute partie d'un disque borné nucléaire est nucléaire
en veritu du Corollaire du théoréme 1.
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Cororratre 1. — Toute bornologie nucléaire est une bornologie
de Schiwartz.

Toute bornologie nucléaive & base dénombrable est une borno-
logie de Silva, donc t-séparée et topologique:

Preuve. — Le corollaire résulte des définitions suivantes et
des propriétés hien connues d’une bornologie de Silva.

Dernrrion 3. — Nous dirons qu'un ebe séparé E est un espace
de Schwartz (au sens bornologique) ou, tout simplement, un espace
de Sehsvariz si aucune confusion n'en résulte si tout borné A est
contenu dans un borné B tel que injection T, Ey soit compacte.
On dit que E est un espace de Silva il est un sspace de Schwariz
4 base dénombrable.

Remarque. — La notion d’espace de Silva a été introduite en
bornologie par J. 8. Silva [48] en 1960 comme Panalogue de la
notion classique d’espace de Silva introduite en théorie des espaces
vectoriels topologiques par le méme anteur en 1055,

Conorraime 2. — Tout espace b-nucléaire t-séparé est polaire ef
b-réfleatf.

Preuve : L'assertion du corollaire 2 est vraje plus généralement si E
est un espace de Sehwartz (au sens bornologique). — En eflet,
tout borné A de T est relativement compact dans un espace F,
done Padhérence de A dans E, est bornée ot faiblement compacte,
done faiblement fermée dans E; d'oi la polarité; La b-réflexivitd
résulte de Mackey-Avens.

3. UN THEOREME DE DUALITE STRUCTURE DE DUAL D’ ESPACE
NUCLEAIRE.,

Takorime 3. — Soit F un espace b-nucléire [resp. un espace de
Sehwartz au sens bornologique] t-séparé; F* son dual bornologique
munt de la topologie de la convergence uniforme sur les bornés de F.

(i} F* est un ele nucléaire et complet [resp. un espace de Schivartz
complet au sens E. V, T.].

(1) Inversement, soit B un ele nuclénire of comnplet (resp. un
espace de Schwartz complet au sens E. V, T); 1l ewiste un espace

L
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b-nucléaire {resp. un espace de Schwartz au sens bornologique) F
tel que E=T" {algébriquement et bornalogiquement).

Preuve. — (1) T étant un espace de Bchwartz (au sens bornola-
gique) f-séparé est polaire et b-réflexif Emﬂommﬁ,mﬁob m;. n‘oﬁwf
laire 2, théoréme 1), donc F == (F*}" bornologiquement, d’ott (i).
Inversement, E étant un espace de Schwartz complet (au sens
E.V.T.)}, E=(E")” algébriquement et gwcw.omme.agmm& lorsqu’on
munit B’ [resp. (E)*] de la bornologle mmﬁocwﬂmsm G,.mmﬁ. .mm la
topologie de la convergence uniforme sur les parties m.mswmobﬂwﬁwm
de E). En effet i suflit de montrer en vertu %.N A.ﬁw.@on.mmpm @o
complétion de Grothendieck - que toute forme .HEm,Ez.w vﬁwmmm
sur B’ est faiblement continue sur toute partie équicontinue
de BE'. 5i f est une telle forme et si A est un disque équicontinu
faiblement fermé de E', A est compact dans un Banach Ej o2 B
est un disque équicontinu faiblernent fermé m.m wﬁ. @odn sur ww
Ia topologie o(E', E) ecoincide avec la Smowomﬁm Ea:h:w par Me.
Comme [ est continue sur E;, notre assertion est démontrée,

I suffit alors de prendre I == E’ et le théoréme est complé-
tement démontré.

Cororraree. — Soit E un elc bornologique. Si tout borné de E
est nucléaire, By est nucléaire. Inversement, si B est quasi-complet
st son dual est nuclégire, tout borné de T est nucléaire.

Preupe. — La premidre assertion résulte du théordme précé-
dent, Inversement, Phypothése implque que Ej est semi-réflexif
car nucléaire et complet. Done E, espace de Mackey @:mmm-oogw?w
est réflexif (Bourbaki {7}, chap. IV, § 3, exercice 11), momo,m;w
est tonnelé done tout borné faible de E¥ est nucléaive a fortior:
tout borné de B = E” est nucléaire.

Ce résultat généralise un théoréme de Grothendieck ([16], chap. 2,
§2, 004, th. 7).

Scholies. — En vertu du théordme 3, tous les espaces
nucléaires complets sont obtenus algébriquement et ﬁ%&wm_ps
quement comme duals bornologiques convenablement topologisés
d’espaces b-nucléaires.
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2% Inversement, la classe des espaces b-nucléaives et polaires
ceineide du point de vue algébrique et bornologique avee la classe
des duals tepologiques convenablement bornologisés d’espaces
nucléaires,

On peut donc définiv explicitement une structure de dual
d’espace nucléaire par les axiomes suivants :

Dérinrtion 4. — Soit B un espace vectoriel. @ une famille de
pariies de E. On dira que & définit sur B une structure de dual
d’espace nucléaire dite structure N* si les axiomes suivants sont
vérifids :

(2} L’ensemble des dléments de B recourre O

(2) Toute partie d'un élément de & appartient & (3;

(3) Pour tous A et B appartenant & & et © un scalaire ). TPCW
appartient & &;

{4) Pour tout A appartenant & @, il existe un B e @ complétant tel
que K-> By soit nucléaive;

(8) Pour tout élément non nul de E, il exisic une forme linsnire
sur B bornée sur tout élément de 3 telle que f{x) <o,

Remarque. — Nous allons montrer par un contre-exemple que
Paxiome 5 est bien indépendant du systéme des quatre autres
axiomes. Autrement dit, il ewiste des espaces b-nucléaires gui ne
sont pas duals d'elc nucléaires. Dans [27], Y. Komura a constenit
un ele E limite inductive localement convexe d’une famille E,
d’espaces du type BY tel que E'=1{o]. Tous les espaces E,
sont donc des espaces de Fréchet nucléaires, ce qui équivaut 4
dire que les espaces BE, sont des espaces b-nucléaires ({16, chap. 2,
§2, 004, th. 7). La limite inductive bornologique F des espaces BE,
est done b-nucléaire en vertu du théoréme G {covollaive) du no 5
{voir plus loin). I est clair que B'= F*. Cet exemple montre
aussi qu'il exisie des espaces de Schwartz (au sens bornologique)
non duals d’espace de Schwartz {au sens E.V.T.).

Tatorime 4 — Soit E un espace vectoriel. Pour que B solt le
dual d'un ele nucléaire ¥, il faut et 1l suffit que E soit muni d'une
structure N* définie par une famille & de parties de E. Alors &
est ezactement Uensemble des parties équicontinues de T'.

e

T e s e s e
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Comme application, les exemples ci-dessous montrent que les
duals d’espaces nucléaires se rencontrent trés fréquemment en
Analyse et sous des apparences trés diverses :

Ezemples. — 1% Soit E un espace vectoriel; @ Ia Huoqwa&cmmo
convexe diseréte sur E (déterminée par les enveloppes nrwa:.mmm
des parties finies. (E, 3} est un espace dual d’espace H.Eo_mmém.
En effet, tout borné de rang fini est évidemment nucléaire et TE
est la topologie localement convexe la plus fine sur E, mozo. est
séparée. Cest d’ailleurs une somme directe topologique &..w droites,

Cet exemple montre que lout espace vectoriel peut 8&6:.%. m”m.m
canoniquement muni d'une structure de dual d’espace nucldaire.

20 Boit I un elc séparé; o une famille de disques de E,
bornés, complets, filtrante et invariante par homothétie. bmﬁ.mb.ﬁ
Schwartz [63] dit que E est o-conucléaire si pour tout > de g, il
existe un élément B contenant A tel que I'injection canonique de B,
dans E, soit un cléaire. Par définition, ¢ posséde la propriété
I, si tout sous-disque borné et complet d'un mwmsmzﬁ .mo 9, appar-
tient & o {voir [63], p. 9o, définitions]. Il est clair que si ¢ w.mmmmmw. la
propriété de recouvrement, o définit sur I une wﬁ.ﬁcm.cm:w t-sépa-
rée et nucléaire, done (E, o} est un dual d’espace nucléaire.

4. STRUCTURE HILEERTIZNNE DES ESPACES O-NUGLRAIRES. —
A. Grothendieek a montré que tout espace nucléaire Anoamwms
est mﬁwm.ﬁe&wﬁ?m localement convexe d’espaces mw.mrmvﬁ..ﬁmww
(hilbertiens), Par dualité, tout dual d’espace wcn.mmm:,m est iimite
inductive (au moins algébrique) d’espaces hilhertiens. Zc:m
allons renforcer ce dernier résultat par une égalité bornologique
et le généraliser & tout espace b-nucléaire polaire ou non. La géné-
ralisation de ce résultat est une vraie généralisation en vertu du
contre-exemple signalé plus hant., Suivant une mmmwwﬂ.aa de
Schwartz [63], nous divons qu’un dizque A d’un ehe est hilbertien
si E; est un espace de Hilbert. Alors on peut énoncer :

Tutorime 5. — Soit E un espace b-nucléarre.

(i) B posséde une base de bornologie formée de disques hilbertiens;
(ii) En conséquence tout espace b-nucléaire est limite inductive

bornologique d’espaces de Hilbert,
Journ. de Malh., tome XLIX, — PFasc. 3, 1570. 37
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Preuse. — La démonstration se réduit en fait 4 constater que
la technique classique de Grothendieck ([16], chap. II, § 2, no 1,
lemme 3} utilisée dans le cas particulier de la bornelogie équi-
continue s’adapte sans aucune difficulté au cas général :

Soit A un disque borné de E. Par hypothése, il existe un disque
borné complétant B de E tel que 7,,: E,» E; soit nucléaire.
Mais alors #,, se factorise & travers un espace de Hilbert H
(Fespace I%).. Alors myu=fyof, on f, {resp. fi) est une appli-
cation linéaire continue de E, dans H (resp. de H dans E,).
I’image B’ de la boule unité de H par fo est un disque borné
hilbertien do E dont an homothétique contient A, d’ot le résultat,

On peut alors donner une autre caractérisation des espaces
b-nucléaires (Ja réciproque du théorime 5 étant évidemment
fausse puisqu’un espace de Hilbert de dimension infinie ne peut
étre nucléaire).

Cororrarne. — Soit E un ebe.

Les assertions suivanies sont équivalentes :

(i) E est b-nucléaire;

(ii) E posséde une base de bornologie formée de disques hilber
tiens (Bl telle que pour tout i, il existe J tel que By -»E; soit
un opérateur de Hilbert-Schmidi. , '

5. PROPRIETES DE PEAMANENCE. CONSTRUCTIONS D’ESPACES
b-mucLEaIRES.

TuforiMmE 6 :

(i) Tout sous-espace b-fermé F d'un espace b-nucléaire est
b-nucléaire;

1} Tout quotient bornologique BfF d'un espace b-nucléaire par
un sous-espace b-fermé est b-nucléaire;
(i) Toute somme directe bornologique d'espaces b-nucléaires
b-nucléaires est b-nueléaire;

(iv) T'ous produit au plus dénombrable d’espaces b-nucléaires est
b-nucléaire;

(v} Le complété bornologique du produit tensoriel bornologigue w,
de deux espaces b-nucléaires esi b-nucléaire. .

e e et ittt e
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3

Preuve. — 1 suffit, pour les assertions (i) 4 (iv) de noter que
les démonstrations classiques des propriétés de permansnce
des elc nucléaires faltes & partir de la bomologie éguicontinue
du dual (voir par exemple, Grothendieck, [16)], chap. I, § 2, n® 2
et Schwartz [46), exposé n? 18) s’adaptent sans aucune diffieulté
essentielle au cas général d’une bornologie nuecléaire quelconque.

Pour Passertion {v), on remarque tout &d’abord que le produit
tensoriel w, de deum espaces b-nucléaires vérifie la concordance
faible des normes puisque tout espace de Hilbert vénfie la condi-
tion d’approximation [voir partie II, chap. 11, § 2, n® 5, remarque 2
aprés le corollaire du théordme 6]. L’assertion (v} résulte done du
théoréme de complétion d'un ehe aux normes concordantes
{partie 1, théoréme 2) et du fait que le produit tensoriel projectif
complété de deux opérateurs nucléaires est encore nucléaire.

Conorraire. — Toule limite inductive bornologique séparée et
toute limite projective bornologigue dénombrable d'espaces b-nucléaires
est b-nucléaire.

Remarque. — On retrouve ainsi, en partant du pomt de vue borno-
logique, et ditment généralisées, les propriétés de permanenee classi-
ues des espaces nucléaires établis par A, Grothendieck ({16}, chap. 11,
§ 2, n° 2, théoréme 9). Moyennant des conditions de t-séparation
1e théoréme 6 fournit des constructions de duals d’espaces nucléaires.
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