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Chapitre 0 : Préambules: Moment cinétique - Rotations

1 - Moment cinétique orbital et harmoniques sphériques
1.1 Définition du moment cinétique orbital

Pour une particule d’impulsion p' située en 7, le moment cinétique L par rapport a un point
O est L =7 x p. En utilisant le principe de correspondance, on écrit:

L=rxp (1)
dont les composantes ne commutent pas:
(L, L,) = ili L, (2)

La derniere relation peut étre prise comme une définition du moment cinétique orbital (ou
comme une conséquence de la non-commutation du groupe des rotations, voir plus loin).
1.2 Quelques propriétés
e commutation
(L2, L.] =0 (3)
Si les seuls degrés de liberté sont des mouvements de rotation, L, et L? forment un

ensemble complet d’observables qui commutent (ECOC).

e Equations aux valeurs propres:

L2 |l,m >=RA(+1) |l,m > (4)
L. |l,m >=mh|l,m > (5)
avec < l,m|l',m" >=6,,6,, ..

Dans le cas d’'un moment cinétique orbital, [ et m sont entiers, — < m <.
e (définition) opérateur Ly = L, & iL,
Li|lym>=h/Il+1) —m(m*1) [l,m=*1>

1.3 Fonctions propres en représentation {|i* >}

. =
L’opérateur p’ en représentation {|7" >} équivaut a —V. Ainsi I’équation (1) s’exprime en
i

coordonnées cartésiennes:

L, = ?(y%_3%>
h 0

L, = (20— —25) (6)
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ou, en utilisant le systeme de coordonnées sphériques (7,0, ¢):
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En représentation {|7" >}, les fonctions propres associées aux valeurs propres [(I + 1)h? de
L? et mh de L, sont solutions des équations aux dérivées partielles:
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—l57 wl,m(ra 97 ¢) = m r(/}l,m(r7 97 (b)
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Dans les expressions précédentes, on remarque que r n’apparait dans aucun opérateur
différentiel: on peut donc considérer r comme un parametre et ne tenir compte que de

la dépendance en 6 et ¢: Uy, (1,0, 0) — f(r) Yi.(6,¢).

(9)

Y, (0, ¢): fonction propre commune de L2 et L, telle que:

{52 Yim(0,6) = UL+ 1R Y,n(0,0) (10)
L. Yim(0.9) = mhY,n(0.0)

Une fois trouvée la solution Y; ., (6, ¢), on obtient les fonctions propres ¢ (r, 0, ¢) = f(r) Yi..(0, ¢).
Les conditions de normalisation sur les fonctions f et Y}, peuvent étre imposées séparemment:

fQ”d¢f“sin9|nm(e,¢)|2d9 =1 ()
fo (r)|2dr =1

Remarques:

e YV (0,0) = Fim(0)e™? (découle de 1’équation (9b): —i%whm(r,ﬁ, ) =m Yy m(r,0,9))

e [ entier, m aussi (car Y, ,,(0,6 = 0) = Y, (0, ¢ = 27) < €i™? = 1)).
Yi.m(0,¢): harmoniques' sphériques®. Elles forment une base orthogonale des fonctions
de carré sommable sur la sphere de rayon unité.

Toute fonction continue f(6,¢) se décompose en une série d’harmoniques sphériques:

“+o00 !
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=0 m=—1
avec

27 T
- /0 /O sinf o 7', (6, 6)£(6,0) (13)

Un développement en harmoniques sphériques est donc I’équivalent d’'un développement en série de Fourier

appliqué aux fonctions angulaires.

Lonctions dont le laplacien est nul
2tres utiles pour résoudre des problemes invariants par rotation



2 - Moment cinétique et rotations (CT p.697-719)

2.1 Rotations géométriques

On considere la rotation Rz(«) d'un angle o autour de la direction 7 (7: vecteur unitaire):
a=arn (14)

Remarque: le groupe des rotations n’est pas commutatif:
P(a) Ry (0) # Ry () Ra(a) (15)
Le vecteur transformé par la rotation infinitésimale PR (da) d'un vecteur OM donné s'écrit:

R (da)OM = OM + do 7t x OM (16)

2.2 Opérateurs rotations dans ’espace des états

Exemple d’une particule sans spin.

Effectuons sur le systéme une rotation SR qui fait correspondre au point 7 le point 7’ tel que:
Fr=R7 (17)

On suppose que la valeur de la fonction d’onde est inchangée par la rotation:

! ’

() = () (18)

c’est-a-dire :

! /7

Y = p(R) (19)

L’opérateur rotation R associé & la rotation SR considérée est défini par:
' >=R ¢ > (20)
L’égalité (19) caractérise son action en représentation {|7>}:
< 7|R|)p >=< RF7 ¢ > (21)
Propriétés: R est un opérateur linéaire et unitaire. On a R =Rt

Opérateurs rotation infinitésimale:

Soit une rotation infinitésimale autour de O,, R (da) appliquée a une particule dont 1’état
est décrit par la fonction d’onde (7). La fonction d’onde apres rotation vérifie (d’apres (19)):

V() = ¢ R (da) 7] (22)

Les composantes de R~ (da) se calculent & partir de (16):

T4y do
N (da)7 =R (da)F =7 —da &, x F={ y—ux da (23)
z



On peut donc écrire (22) sous la forme:

@Z),(a:, y,z) =v(x+ydo,y — x da, 2) (24)

ce qui donne, au premier ordre en da:

/ 0 0 0 0
—_———

#IX Py =Y Py] (en rep. {7})
d’ou: )
V(P =<7 | >=<7|(1— % do L)) > (26)

Or, par définition de R (dav),

¢ >= Re(da) [¢ > (27)
d’ou: .
Re(da) =1 — % da L. (28)
De facon générale, pour une rotation infinitésimale autour d’un axe quelconque:
Ra(da) =1 — % da L -7 (29)

Remarque: Illustrons, dans un cas particulier, la structure non-commutative du groupe des rotations:

Re; (—da')Re; (do)Re: (da')Re; (—da) = Re: (dada’) (30)

Cette relation implique que, au premier ordre par rapport & chacun des angles da et do':

i

h

i

hda/ ﬁy][l—l—zdaﬁx]:l—idada/ L. (31)

’oa 7 A
da Lyl[1——daL,][1 5 5

[1+ 5

En développant le premier membre et en identifiant les coefficients des termes en da do/, on trouve:
(L., Ly) = ihL. (32)

Ainsi les relations de commutation du moment cinétique orbital d’une particule apparaissent comme des

conséquences de la structure non-commutative du groupe des rotations géométriques.

Opérateurs de rotation finie

En exploitant le fait que Rz(o + da) = Rs(a) Ry(da), on obtient:

Raa) = e @ L (33)




