Chapitre IV : Structure électronique des
molécules

Le calcul des solutions exactes de I'équation de Schrédinger étant impossible, on recherche
des solutions approchées. Dans ce chapitre, on utilisera la méthode LCAOQO, historiquement
importante. On se place implicitement dans 1’approximation de Born-Oppenheimer® de sorte
que seul ’hamiltonien électronique moléculaire nous intéresse.

1 Développement LCAO des états propres de ’Hamiltonien
électronique moléculaire

LCAO : Linear Combination of Atomic Orbitals (CLOA en frangais)

Pour représenter les états propres de H (orbitales moléculaires : OM), on utilise une base
d’orbitales atomiques {| ®® >} (en fait, ici les orbitales de I'atome d’hydrogéne).

nlm
Les composantes de la base incluent différents types d’orbitales (nlm) et différents sites ato-
miques (R).

1.1 Espace de Hilbert de dimension finie (EHF)

EHF — {ZZC}}M | ¢5m>}

R nlm

r— R
ot |<r [P, >= Pum(r —R) = Ru(|r — RJ) Ylm(yr - R\)

. , " . . _ R
Dans la suite, pour alléger les notations, on pose : [ = 5

EHF:{ZCI|<I>I>} avec [< @, | &y >= 1
I

N. B. : Sila base {| ®; >} est compléte?, le développement LCAO n’est pas une approximation.
En utilisant une base suffisamment étendue, on peut obtenir un résultat qui tend vers la
solution exacte.

Remarque : Une base compléte (mais pas trés judicieuse) peut par exemple étre formée par :

VR {|®,.>}, ® {dE|®F,, > }5s0
—— N—— FE €

R
états liés états du
de I'atome continuum
situé en R de cet atome

Une fonction d’onde dans cette base s’écrirait alors :
o0
|¢>:Z[chy R > +/ dE Cy | % >
lym n 0

On chercherait & représenter les états propres de I’hamiltonien électronique d’une molécule
en n’utilisant les orbitales atomiques que d’un seul atome (c’est possible mais pas judicieux).

lon peut découpler le mouvement (rapide) des électrons de celui des noyaux (lents car au moins 2000
fois plus lourds). On pourra donc calculer la fonction électronique en gelant les positions atomiques : ainsi,
I’énergie cinétique des noyaux sera nulle et I’énergie d’interaction noyaux-noyaux constante pour une géométrie
moléculaire donnée.

2ce qui peut nécessiter un nombre infini de composantes . ..



1.2 Principe d’un calcul LCAO

Dans le cadre de ce cours, on se place dans 'approximation de champ moyen = I’hamiltonien
est mono-électronique (H = Hy,).

[’équation aux valeurs propres de H est

Soit le projecteur P dans PEHEF. 11 est tel que :

Plor> = |¢r>
Viv> Ply> = 3,0 ér>
etona: P2=Pet P= Pt
On veut PTHP — H d’ou :
PIHY  Cj|¢r>=ce; |t > (2)
I;

En appliquant P & chaque membre de (2) et en fermant par < ¢, on obtient :

< ¢y PTFIZI: Ci| ¢ >=¢; zf: Ci < ¢y dr >
< ¢y

= Y Hy Ci=e Y C; Sy
I I

oil Hy, = <¢p | H|¢r> eéléments de matrice de H
Sy, = <oy | o> éléments de la matrice de recouvrement entre 2 OA

= Y (Hp,—e Spy) Ci=0
I

Alinsi, les énergies recherchées ¢; sont solutions de :

DET(Hy; —¢&; Sp;) =0|  déterminant séculaire

N. B. : on peut montrer (Cf. TD H,) que ces équations sont équivalentes a celles que I'on
obtiendrait en cherchant les énergies des OM par la méthode variationnelle.

1.3 Base d’orbitales atomiques réelles

Les orbitales atomiques (OA) sont a priori complexes :

* Ry (r) est une fonction réelle A
* Y (0, @) est une fonction complexe sauf pour m = 0. En effet, V,,,(0, ) = Fi,,(0) exp™?
ot F},,,(0) est une fonction réelle de 6.

Cependant, en superposant les OA ¢, (r) et ¢n—m(r), on peut former des orbitales réelles.
Leur avantage est une dépendance angulaire simple plus facilement représentable.



On utilise des combinaisons linéaires (C. L.) du type :
[q)nlm(r> + (_1)mq)nlfm(r)] (3)

[q)nlm<r) - (_1>mq)nl—m(r)} (4)

G-l

(a) orbitales s (1 =0) : m=0= Yy(0,p) =

= la fonction d’onde (r | ®2 ) est déja réelle.

(b) orbitales p (1 = 1) : m = 0,£1 = trois composantes

( 0 3 sind ]
(r|®ny) = Yul,¢) Rul(r) avec Yu(f,p) = — EWGKP(M
3
(0] 8%) = Yiol0.9) Rulr) avee Yiol0ip) = /- cost
3 siné )
| 19000 = Yi0p) Bulr) avee Yia(0.0) = /- 2 exl(ip)

x La fonction (r | ®9,,) est déja réelle. En posant z = r cos 6, on obtient lorbitale p, :

b )= [ 2 Ral)

* Avec l'opposé de la C. L. (3) pour m = 1, on obtient une orbitale réelle (positive) p, :

By (1) = —LQ (Yi1(8,0) = Yi1(6,9)) Run(r)
- - %\/; (exp(—ip) + exp(ig)) R (1)

2 cos %)

3
or sinfcosy = T donc ®,,, (r) = \/4— = Ry (r)
r T

* De méme, en utilisant la C. L. (4) pour m = 1, on obtient l'orbitale réelle p,, :

8

Cbnpy (I‘) = (Yil(g, (,0) + }/1—1(07 @)) Ry (T)

<_\/§> Si\;l; (exp(iyp) —VeXP(_W» R (1)

2isin @
\/ 5 sin@sinp Ry (r)
= — sinfsin 1 (T
. ¥ fin1

3
or sinfsingp = Y done Dy, (1) = \/4— Y Ry (r)
T

r

SRS
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(c) orbitales d (1 = 2) : m = 0,+1, £2 = cinq composantes

( (r| 0%, = Yn(l,¢) Ruolr) avec Yu(d,p) = % sin? 0 exp(2iyp)
(0] 90) = V() Rolr) avee Ya(b,g) = —\/< coshsinfexplip)
(r | D) = You(0,0) Rua(r) avec Yoo(l,p) = \/g (3cos?f — 1)

(] 3% ) = Yoa(8,0) Rua(r) avec Ys1(6,0) — ;—i cos 0sin 6 exp(—ie)

\ (r|®% ) = Y 5(0,0) Ruo(r) avec Yo o(0,¢p) = % sin® 0 exp(—2iy)

z
x La fonction (r | 2,,) est déja réelle. En substituant cos § par —, on obtient Porbitale dz,2_,2 :
r

Bpa,, (1) = \/1677r (3 = 1) Rya(r)

[15 322 —r?
(I)nd3227T2 (I‘) = E 2\/3?"2 Rn2<r)

* En utilisant 'opposé de la C. L. (3) pour m = 1, on obtient l'orbitale réelle d,, :

1
(I)’Vldzx (I‘) = _E ()61(0’ 90) - }/2—1(07 90)) RnQ(’r)
1
= \/_ —5 cos@smﬁ(exp( ip) +exp(ip)) Rpa(r)
ZCgsgp
cos 0 = z/r
or
sinfcosp = z/r
15 2z =
donc (I)ndzz (I‘) = E ; ; Rn2<7")

* De méme, en utilisant la C. L. (4) pour m = 1, on obtient 'orbitale réelle d,, :

Ppg,.(r) = (Ya1 (6, ¢) + Ya1(6, ) Rua(r)

= (I)ndyz (I') =




* En utilisant la C. L. (3) pour m = —2, on construit orbitale réelle d,2_,»

Doay (1) = % (y2 2(0,0) + Yoa(0,9)) Rua(r)

= \/_@/ o sin 9 eXp 2290)+6Xp(2290)) Rpo(r)

— - —s1n 20 2c0s(2¢) Rpa(r)

Ak
= 2L Gz 0 1) Rua(r)
= V13 sin cos? ¢
151
— 1/55 (2(sin 6 cos )* — sin® @) Ry(r)
15 1 cos’f
= yy {(sin@cos ©)? — 3 + CO; 1 Rpa(7)
15 (22 2?+y2422 2
= E (7’_2 — 2—7“2 + 2_72) Rn?(r)
15 2% — y2
o — /=
nd 2 1/2 (I‘) 47T 2712 Rn?(r>

* Pour la cinquiéme orbitale d, on utilise la C. L. (4) pour m = 2 qu’on multiplie par —1. On
construit ainsi I'orbitale réelle d, :

(p'dewy (r) =

—

Y20 (0, ) — Yo_o(0, W)) Ry (r)

15
2w
15
2

— sin Q(exp(%cp) —exp(— 2i<P)) Rpa(r)

H>| — §|| ~. §|| ~. §|| ~.
[S28 ) [\) [\]
OJ

——sin? 0 2isin(2p) Ra(r)

OJ

1

—sin®f  sin(2p)  Rua(r)
T2 ——

2cos psin

sin f cos psin @ sin ¢ R,5(r)

152y
Dpg,, (r) = 4/ E;;RM(T)

»-Jk|>—t
S
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Autre type d’orbitales réelles : les orbitales hybrides

orbitales hybrides : superpositions linéaires d’orbitales de méme n mais de [ et m différents

d) orbitales hybrides sp, sp? et sp? :
( y

* hybridation sp :

&, (r) = %(%(wwgm(r))
0. (r) = %(@&(ﬂ—@zm(r))

qui sont orthonormales & @) (r) et @) (r) — base orthonormée dans I'espace &5 @ &pp-

Hybridation sp (illustration)

Q=l P o = P
M 000 —O0O0 O

2px 2p)‘ 2[’), 2[)}. 2[’3’.
2 hybrides + 2 non-hybrides

@= @Q Exemple: acétylene C,H,: liaison Tt
s, p 2sp

(issue des p,, perp. au plan de la page)

2p,
2p, (perpendiculaire o~ ~
x / au plan de la page) H C—C H H%H
b ©m L—_— A\

U ‘ﬂ: liaison o liaison 1t (issue des p,)
/
sp sp

Au total: 2 liaisons 1t C-C .. .

.. liaison triple C-C
1 liaison o C-C
2 liaisons 0 C-H




* hybridation sp? : (superpositions de @, ®,,, et Oy,;,)

( 1 2
0,00 = oty 2a0, 0
300 () = =0 () - =00 (1) + =00 (r)
N8Pz Py r - \/g ns r \/6 npg r \/5 npy r
1 1 1
0" () = —% (r)— —=P° (r)— —3° (r
\ nspzpy<) \/g ns() \/6 npl() \/5 npy()

2T
Elles se déduisent les unes des autres par rotation de £— autour de (O,).

Hybridation sp? (illustration)

t —

i RN ‘

2s 2pc  2py  2p, sp2 2p,

3 hybrides identiques
+ 1 OA non hybride

Exemple: éthyl‘ene C2H4: 1 liaison 1t C-C } liaison

o 1 liaison o C-C
lalson T 4 liaisons o C-H

- H o H
& F=9. NN

double




* hybridation sp® : (superpositions de @, @, , D,p, €t pp.)

Pour qu’elles aient toutes les quatre la méme forme et qu’elles soient orthonormeées, on peut
écrire par exemple :

¢

1
P (1) = 5 (B%(0) + 0, () + @5, (r) + 89, (1))
/ 1
25pzpypz (r) = 5 (@28( ) (bgpa;( ) ®2, + ®0 )
1" 1
28pzpypz (r) = B (q)TOLS( ) — q)gp (r) + (I)O >
" 1
0 _ 0 0 0
L q)nsprpypz(r) - 5 (CI) ( )+(I)npz( ) q)npy npz )

Elles forment une base orthonormée dans 'espace &,s @ &,p-

Hybridation sp3 (illustration)

000809 ) 9 o Q

oL L) — WYy Ly

2s 2px  2py  2p, sp?

4 hybrides identiques

Exemple: description
des 4 liaisons o C-H
dans CH,

s, 3p Sp

Remarque : il existe d’autres combinaisons possibles (hybrides dsp?, d*sp3, ...).

Pour une visualisation graphique des orbitales atomiques et des orbitales hybrides, voir par
exemple le site :
winter.group.shef.ac.uk /orbitron



Action de l'opérateur moment cinétique sur les OA réelles

Les harmoniques sphériques Y}, sont fonctions propres de L? et L,. Qu’en est-il des OA
réelles construites précédemment ? Pour répondre, seule la considération de leur dépendance
angulaire (contenue dans les Y},,) importe (on la note Apa dans la suite).

* orbitales ns :
>\ns - )/00(97 ()0)
L. A\s=0 & ﬁz|ns>:0

* orbitales np :

1
)\npz = _E (Yil(87 SO) - }/1—1(97 <10>)
7
)\npy = E (}/11(07 90) + lefl(ea 90))
>\an = }/10(97@)
d’ou
h h : .
LoAnp, = —? (Yn+Yiy) = - Arpy L. np,> = th |np,>
Lz>\npy - Z_ (}/11 - }/1—1) — _Zh >\npw < LZ‘ npy - = _Zh | Pz =
V2 ;
Ldp., = 0 L. np.> = 0
et en appliquant de nouveau f/z, on a :
L*|np,> = ih L. |np,> L2 | np,> = K | np, >
L* | np,> = —ih L. |np, > d’ou L? | np,> = h* |np,>
L*|np,> = 0 L|np.> = 0
Remarque : pour les orbitales np, on a aussi :
L |np,> = 0 L2 | np,> = B |np, >
L*|np,> = K |np,> et E;\npy> = 0
L?|np.> = K |np.> L2 |np.> = B |np.>

* orbitales nd :

Compte-tenu des Ya, Yoi1, Yo1o impliquées dans leur dépendance angulaire, on obtient :

( sz ’ nd322_r2 > = 0 ( iz | nd3z2_rz > = 0
L.|nd,.> = —ih|nd., > L? | ndy, > =121 nd,. >
L.|nd.,> = ih|nd,.> et L?|nd., > =12h*|nd, >
L. | ndy > =—2ih| ndyp_, > L? | ndyy > =22 12| ndyy, >

| L. | ndy2ye > = 2ih| ndyy > L2 | ndyoye > =22 12 | ndya_ye >

Remarque : on peut faire une permutation circulaire des indices et choisir L2 ou L} plutot

que L2 En général, on oriente la liaison chimique suivant I'axe (Ox), donc dans ce cas on
utilise L2.
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1.4 Eléments de matrice de recouvrement S

Soit d la distance entre deux atomes A et B portés par un axe x.

On peut classer les états ns, np, ou nd selon les valeurs propres de L2 qui leur sont associées :

Valeur propre de ﬁi Etats correspondants

0 Etats o : | ns >, | np, >, | ndsz2_,2 >
h? 12 Etats 7 : | np, >,| np, >, | ndy, >,| nd,. >
h? 22 Etats ¢ : | nd,, >, | ndyp2_,2 >

Les recouvrements sont de type o, m ou 9.

En effet, soient | Am > et | Bm' > deux orbitales atomiques, on a :
72

L / / / /
<Am|h—2x|Bm >=m?< Am | Bm >=m?< Am | Bm >
donc  (m'?2 —m?) < Am | Bm' >=0
=i m?#m?, alors < Am | Bm' >=0

(éléments de matrice S nuls si OA ne correspondent pas & une méme valeur propre de I:%)

En conséquence, dans le cas de bases constituées d’orbitales atomiques ns et np,
le recouvrement est défini par 5 fonctions de la distance d :

(

<As| Bs> = SU?SB d
< Apz ’ sz > = _SﬂﬁpB d
<Ay, | 4

<A | By, > =—8,45(d
<ApI’BS> = SO.ABd

(d)
(d)
By, >= Spas(d)=<A, | B, >
(d)
(d)

\

Tous les autres éléments de matrice sont nuls (car ils correspondent a des recouvrements d’OA
n’ayant pas la méme valeur propre de L2).

Typiquement, pour des molécules n’impliquant que des atomes des deux premiéres lignes du tableau
périodique (de H & Ne), on peut négliger le caractére d de la liaison (et donc des OM) et se contenter
d’une description dans une base d’OA n’ayant pour composantes que des fonctions de type ns et np.

Cas d’une liaison faisant un angle « par rapport a axe z :

On peut exprimer le recouvrement a laide des fonctions précédentes.

exemple : que vaut < A, | B, >7 1AB  ||AB
| By, >=sina | By, > tcosa| By 5 >
< As | By, >=sina< Ag | By g >+cosa< Ay | By \p > B
’ ~ / A ~~ - a
S_AB B >X
O'Sp A

= <A | By, >=sina S,z
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1.5 Eléments de matrice de H

Ils sont du type :

A~ / 132 ZR//62 eff /
<R.|H|R..>=<R| —ZA—ANJrV R >
2me R’ |I'—R|

oit R, R, R désignent des sites atomiques (A, B dans les notations précédentes)
et V¢// un potentiel de champ moyen.

Ces éléments de matrice peuvent étre évalués soit numériquement soit dans le cadre d’ap-
proximations supplémentaires (ex. : modéle des liaisons fortes).

2 Calculs des éléments de matrice de H dans ’approxima-
tion des liaisons fortes (tight binding)

2.1 Premiéres approximations
a) On pose : —ZM+V€” ~ ZV "
R” ’IA‘ - R”’ R” R

ou Vi~ est un potentiel central centré en R’ et indépendant de Penvironnement chimique.

Parmi les différents éléments de matrice de H, il existe des intégrales a deux et trois centres :

2 2

P R |R..>+<R.. |2
4me 4me

~
intégrales & deux centres
’

R”;é R, R’

<R..|H|R..>=<R..| + Ve | R .. >

J/

Vv
intégrale & trois centres

b) On néglige les intégrales a trois centres (contributions faibles devant celles a deux centres).

2.2 Evaluation des éléments de matrice

VR est un potentiel central donc :

Var | R...>et | R'... > ont la méme symétrie (— méme dépendance angulaire)

<R |Vr et<R..| ontla méme symétrie.
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Les ¢éléments non-diagonaux de H dans une base sp sont donc déterminés par 5 fonctions :

<A |H|Bs> =t d

<A, |H|Bs;> —tA

AB(
<As|H|B,, > =t AB(d
B(d
B(

)
)
)
)

<A, |H|By, >= tA d)=<A,, | H| B, >

Upp
Les éléments < A, | H | Ag > (impliquant des orbitales différentes sur un méme site) sont
négligées.

Les éléments diagonaux de H sont des constantes :

<A, |H|A,> =-EA

<A, |H|A, >=—-E]' avec a=uz,y,z

2.3 Approximations supplémentaires

¢) Dans une molécule, les éléments de matrice non-diagonaux entre atomes qui ne sont pas
permiers voisins sont nuls.

d) On néglige les éléments de matrice non-diagonaux de la matrice S (approximation gros-
siére).

2.4 Ajustement numérique des fonctions t(d)

Compte-tenu des approximations a), ... , d), les états propres de I'hamiltonien moléculaire sont
trés approximatifs (si les fonctions ¢(d) sont calculées a partir des fonctions d’onde atomiques
et des potentiels atomiques).

Pour y remédier, on ajuste les fonctions ¢(d) (dans un composé donné, par exemple le silicium
en structure diamant) de fagon a reproduire les états propres de H obtenus expérimentalement
ou par un calcul précis. La transférabilité de ces fonctions pour un autre composé (ex. :
germanium) n’est cependant jamais garantie.

Fonctions de Harrison

Pour des distances proches des distances d’équilibre interatomiques, Harrison® propose une
relation entre ¢ et d :
h? h? 7.62
t.o=n — ol — = ¢V.A%
' md? md? d?
Pour chaque couple AB, il y a seulement 4 constantes pour les 5 fonctions ¢(d). Par exemple
(valeurs utilisées en TD pour la molécule Ny) :

770'58 -1. 4 770_])1) 3. 24 770'81) T]o‘psil 84 et 777Tp = -0. 81

Ces valeurs sont extraites du livre de Walter A. Harrison (FElectronic structure and the proper-
ties of solids : The physics of the chemical bonds, Dover, New York, 1989, ISBN 0-486-66021-4).

3Walter Ashley Harrison (1930 - ...)



